
Cvičení z Aplikované matematiky IV

Pomocí reziduové věty spočtěte
1. ∫ ∞

−∞

x sin (ax)

x2 − b2
dx a, b > 0, a, b ∈ R

(jako hlavní hodnotu - v.p.)

NÁVOD: Znovu si zavedeme sin (ax) = Im(eiax) a budeme tedy pra-
covat s integrandem z eiax

z2−b2 . Ten sice splňuje předpoklad o stupních po-
lynomů v čitateli a jmenovateli, ale má póly v ±b, tedy na integrační
cestě (viz. 3. metoda použití reziduové věty). Jde o příklad podobný
4.příkladu z minulého cvičení a také příkladu 4.L Kopáčkových skript.
Integrační cesta je v tomto případě následující

ϕ2
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Jelikož integrand nemá žádné singularity uvnitř integrační cesty, platí
podle reziduové věty schematicky∫

ϕ1

+

∫
ϕ2

+

∫
ϕ3

+

∫
ϕ4

+

∫
ϕ5

+

∫
ϕ6

= 0

Pro vymizení integrálu podél křivky ϕ2 stačí použít Lemma 18.16 z
poznámek k přednášce. Výpočet integrálu podél ϕ4 a ϕ6 probíhá pou-
žitím Lemmatu 18.17. Hledaný integrál je limitou integrálů přes zbylé
úseky cesty, tedy∫ ∞
−∞

x sin (ax)

x2 − b2
dx = Im

[
lim
r→0

R→∞

(∫
ϕ1

+

∫
ϕ3

+

∫
ϕ5

)
z eiax

z2 − b2

]
= −Im

[
lim
r→0

(∫
ϕ4

+

∫
ϕ6

)
z eiax

z2 − b2

]
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2. Fresnelův integrál (optika) ∫ ∞
0

sin (x2) dx

NÁVOD: Integrací po kruhové výseči podle návodu na následující straně.

3. ∫ ∞
−∞

sin(ax)

sinh(x)
dx

NÁVOD: Příklad je obdobný úloze 4.M z Kopáčkových skript po za-
vedení sinh(x) = ex−e−x

2
. Hlavní problém spočívá ve vyřešení rovnice

ez = e−z — pomůže vzpomenout si na analýzu zobrazení ez. Pól inte-
grandu už nebude ve stejném místě jako u příkladu 4.M, ale integrační
obdélník můžeme použít stejný (až na obcházení pólu), protože máme
sudou funkci.

2



2.3. KØIVKOVÉ INTEGRÁLY. CAUCHYOVA VÌTA. MOCNINNÉ ØADY 69Pøíklad 3.M. Vypoètìte Fresnelovy integrályZ 10 cosx2 dx; Z 10 sinx2 dx:11Øe¹ení. Pøednì si v¹imneme, ¾e tyto integrály jsou rovny reálné resp.imaginární èásti integrálu R10 eix2 dx, tj. integrálu R' eiz2 dz, kde ' jekladná reálná poloosa. Integrujme tedy funkci eiz2 pøes kladnì oriento-vaný obvod kruhové výseèe 0 � jzj � R, 0 � arg z � �=4 (co¾ dá nulupodle Cauchyovy vìty) a proveïme limitní pøechod pro R!1. Integrálpøes osu 1. kvadrantu je roven � 1+i2 R10 e�t2 dt = (1 + i)p�=2p2. Uká-¾eme, ¾e integrál pøes oblouk kru¾nice  R konverguje k nule pro R!1.Je Z R eiz2 dz = Z �=40 e(Reit)2Rieit == Z �=40 e(cos2 t�sin2 t+2i sin t cos t)Rieit dt:Tento integrál je v absolutní hodnotì men¹í nebo roven integrálu z ab-solutní hodnoty R �=40 e�R2 sin 2tRdt. Pou¾ijeme-li odhad sin� � 2�=�,který platí pro � 2 h0; �=2i, dostanemeZ �=40 e�R2 sin 2tRdt � Z �=40 e�R4t=�Rdt = h� �4R2 e�4R2t=�i�=40 ! 0pro R!1.Koneènì tedy dostávámeZ 10 (cosx2 + i sinx2) dx = 1 + ip2 p�2 :Porovnáním reálné a imaginární èásti dostávámeZ 10 cosx2 dx = Z 10 sinx2 dx = p�2p2 :Podobným zpùsobem, jako jsme dokázali konvergenci k nule integrálupøes oblouk kru¾nice se dokazuje následující u¾iteèné tvrzení:11jako zobecnìné integrály ve smyslu limR!1 R R0 .


