Cviceni 8: Moment hybnosti.

Motivace: spratelit se s kulovymi funkcemi a posunovacimi operatory

Uloha 1: kulové funkce jako homogenni polynomy

Provedte konstrukei sférickych harmonik pomoci ptisobeni operatoru (orbitalniho) momentu
hybnosti v x-reprezentaci na homogenni harmonické polynomy.
Podrobny navod:

e Prol = 0 je jediny homogenni polynom py(z,y, z) = 1. Sta¢i najit normaliza¢ni konstantu,
aby [ |Yool?dQ2 = 1.

e Pro [ = 1 lze obecny homogenni polynom napsat jako p;(z,y,2) = ax + by + cz. Pro
urceni Yj; miizeme pouzit podminku L, Y7, = 0, kterd opét urci koeficienty a, b, ¢ az na
normalizaci.

e Yy a Y;_ 1 potom dostanete piisobenim operatoru L

e Pro [ = 2 lze obecny homogenni polynom napsat jako py(z, vy, 2) = ax®+by* +c2* +ayz +
Paz+~yxy. Zatimco polynomy pg a p; jsou automaticky harmonické (tj. Ap; = 0), p musi
navic spliovat a + b + ¢ = 0. Prvni harmoniku opét najdeme z podminky j}+162 =0a
normalizace. Ostatni opét posunovacim operatorem.

e Takto nalezené harmoniky jesté nemusi odpovidat standardnim, které najdete v litera-
tufe. Muzete jesté prenasobit celou sadu harmonik pro kazdé [ fazovym faktorem. Ten
se obvykle voli tak, aby harmonika Yy byla kladna na severnim pélu, tj. pro x = y = 0,
z > 0.

Dodatecny namet k premysleni: Misto explicitniho vyjadieni operatori sloZzek momentu
hybnosti Lo, v soufadnicové reprezentaci, miZzete k provedeni postupu vyse rovnéz pouzit ko-
mutacnich relaci [La, &g] = iheasy 2 a faktu, Ze pisobeni L,, na funkci nezavisejici na thlech je
0. Misto polynomu p;(z,y, ) pak mtzeme vzit operatorovy vyraz p(%, g, 2) plisobici na funkci

~!. Jina alternativa: v prostoru polynomt rovnou hledat vlastni funkce L..

Pro kontrolu: Tabulka prvnich nékolika sférickych harmonik:
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Uloha 2: Mé&ieni L

Stav bezstrukturni ¢astice ve 3D prostoru je dan pomoci vlnové funkce v souradnicové repre-
zentacl

() = (z +y+32) f(r),

kde f(r) je n&jaka hladké4 funkce radialni soutadnice r = |F]. Je to vlastni funkce operatoru L??
Pokud ano jaké je hodnota (7 Jaka je pravdépodobnost nalezeni riiznych hodnot m.

Ndpovéda: Pouzijte vysledkt pfedchozi ulohy. Uvédomte si, ze pro ptisobeni operatoru mo-
mentu hybnosti je podstatna pouze zavislost na thlech, tj. nasobeni libovolnou funkci 7 neo-
vlivni vysledek. Rozviiite funkei do sférickych harmonik, o nichz vite Ze jsou vlastimi funkcemi
L.

Uloha 3: Kvadrupdél v nehomogennim poli (DU z roku 2010)

Uvazujte systém (Castici) s momentem hybnosti [ = 1. Béze stavového prostoru tedy je dana
napiiklad vlastnimi vektory operatoru L.: |1}, |0), |—1) s vlastnimi hodnotami %, 0, —A. Pied-
pokladejte, ze Hamiltonidn tohoto systému je (podobné ¢leny se vyskytuji pii popisu NMR)

=22 (L2-L2). 1)

kde ﬁi a i% jsou operatory projekce momentu hybnosti na osy dané vektory

1 1
ey =— (e +¢,), Cy=—= (€, — €,).

V2 V2

1. Napiste matici Hamiltonidnu v bazi |1), |0), |-1) a najdéte jeji vlastni hodnoty E, Es,
Es a prislusné stacionarni stavy |F1), |Es), |E3).

2. Jaky je Casovy vyvoj stavu pripraveného v case t = 0:
9(0) = —= (11) — |-1)?
=% ;

3. Jaka by byla pravdépodobnost naméreni riznych hodnot L, v tomto stavu v case t7?

4. V &ase t provedeme méieni L? a naméiime hodnotu /2. Jak bude vypadat stav po méieni
a jaky bude jeho dalsi ¢asovy vyvoj?

Ndpovéda: K sestaveni matice Hamiltonianu pouzijte relace
L, = YL,+1L),
Y %(L-‘r - L—)a
Lillm) = h/ITm)(£m+1)|lm+1)
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