Uvod

V tomto dokumentu naleznete zadani a vzorové feseni zapoctové pisemky k prednésce ”Kvan-
tova mechanika I” za ZS 2020/21. Ulohy byly voleny tak, Ze by je mél byt schopen bezezbytku
vytesit kazdy, kdo absolvoval pfednasku a cviceni pokud by mél dost casu, ale k vyfeseni tiloh
v ¢asovém limitu (90min) je potfeba jesté trochu tviréi invence a porozumeéni riiznym souvis-
lostem v latce prednasky.

Na ziskani zapoctu by vam mélo stacit ziskat par bodi, ke kompenzaci pripadnych bodovych
ztrat z domacich tloh. Snazil jsem se tlohy volit tak, aby kazdy kdo se vénoval hloubéji piiprave
a spocital si pfedem par tloh, byl v ¢asovém limitu schopen ziskat alespon polovinu bodi, coz
musel trochu snizit tento limit na 20 bodti, protoze nejvyssi zisk v ¢asovém limitu byl 36 bodi.

V nasledujicim textu naleznete vzorové feseni. Doporucuji si je pecliveé piecist pro pripravu
ke zkousce. Snazil jsem ukazat, nebo alespon naznacit vzdy né€kolik postupi vedoucich k feseni
a rovnéz poukazat na rizné souvislosti a nejcastéjsi chyby v reseni.

Pozndmka: ReSeni pro kazdou tlohu by se mélo vejit na jednu stranku (véetné zadani). Na
prvni strance je vzdy takové vzorové feseni. Dalsi stranka ukazuje dalsi moznosti a souvislosti.



Uloha 1(10 bodi)

Retizek ti{ ¢astic se spinem 1/2 je pfipraven ve stavu [¢p) = |[+-+) —|-+-), kde \315233> znamena
stav v némz ma i-t4 Castice z-slozku spinového momentu hybnosti rovnu 512 Na systému
provedeme méreni slozky spinu s, prvni ¢astice a naméfime hodnotu —|— . Potom provedeme
meéfeni s, druhé ¢astice a namérime opét hodnotu +g. Pr1i tfetim méfeni budeme meérit s, tieti
castice. Jaké vysledky a s jakou pravdépodobnosti mizeme nalézt?

Reseni (obecné poznamky):

V tloze se mluvi o posloupnosti tii méfeni. U prvnich dvou zname vysledek a miizeme je tedy
chapat jako pripravu stavu pro tfeti méfeni. Prvnimu méfeni bude odpovidat né€jaky projekéni
operator P, druhému P5. Po téchto dvou méfenich prejde ¢astice do stavu [¢)g) = P2P1|1/1>
kterou nesmime zapomenout normovat. V poslednim méteni jde o méfeni spinu 1/2 a mizeme
tedy naméfit dvé hodnoty +h/2, kterym budou odpovidat dva projekéni operatory ]5+, P
Vysledné pravdépodobnosti pak jsou

P = (1hy| Pelihy).

Riizné varianty feseni se nyni lisi zptisobem, jak pracovat s vySe uvedenymi projektory a vino-
vymi funkcemi. Uvedu nékolik moznosti fesSeni.
Reseni 1 (efektivné vyuZivajici vlastnosti direktniho souéinu):

Nejdrive je tfeba si uvédomit jak vypada operator §, = Eax pro jednu c¢astici

. _h(01

Tato matice ma (jak vidite cvidenym okem, nebo vite ze cviceni) vlastni ¢isla ig a jim odpo-
vidajici vlastni vektory

) =200 +1), =500 -1).

Pomoci téchto vektori miizeme napsat projekéni operatory odpovidajici prvnim dvéma méte-
nim:

A=ty telel, P=Ict)t|elt. RP=[1t)te1) el

Kazdy z téchto operatori ptisobi jen na ¢ast vinové funkce odpovidajici jedné ¢astici, takze

BPil+—+) = (191 @ (1)) @ [+) = 311) @ [+),
BP|-+) = (1)) ® gmimel- )y =111 ® ),
1/V2 1/\/5

takze [1hs) = PPy |h) = 1)@ (1+) —1-)). Po normovéni tedy je |12) = |11]). Vysledkem tre-
tiho méteni tedy je hodnota x-ové slozky spinového momentu hybnost —#/2 s pravdépodobnosti
100%.

Poznamky k Vasim feSenim:

Pii feseni této tlohy jste byli pomérné tspésni. Ulohu odevzdalo 30 lidi a préimérny zisk byl 6.5
bodu. Nejcastéjsi chybou byla ivaha, Ze provadime méfeni na riiznych casticich a proto prvni
dvé meéreni neovlivni tfeti méfeni. To neni pravda, protoze je systém piipraveny v entaglovaném
stavu a skutec¢né, pokud bychom rovnou meérili slozku jen x spinu tteti ¢astice, dostaneme obé
hodnoty +A/2 se stejnou pravdépodobnosti (zkuste formalné spocitat).



Nékolik z Vas tulohu vyftesilo riznymi variantami postupu vyse, coz byla patrné nejrychlejsi varianta.
Dalsi pouzili v podstaté stejny postup, ale nezavedli si znacku pro vektory | 1) a | |), takze dostali
trochu delsi vyrazy:

Prfyp) = g {[+=+) + [==+) = [++=) — |-+-)}.

Dodejme, Ze tento vyraz jsme ziskali ptisobeni projektoru ¢len po ¢lenu, takze
Pi|sisass) = (1]s1)|1) @ |s2s3) = §[+s253) + 3|-s253),

coz znamena, ze kazdy ¢len [¢) se rozdvoji, na dva, pficemz kvantové ¢isla so a s3 ziistanou nezménéna
a kvantové ¢islo s; s nahradi jednou znaménkem + a podruhé —. Podobné bude piisobit projektor Ps,
s tim, Ze se nyni rozdvojuje druhé kvantové ¢islo v kazdém clenu.

[02) = PaPuf) = g {1+44) + [#=4) + |-#4) [ ==4) = [#=) = [+=) = |=4+=) = |-=}}

V poslednim Fadku jsme si navic v8imli, Ze vlnova funkce nebyla normovana a tak jsme upravili pre-
faktor tak, aby uz byla. Pravépodobnosti pak najdeme pouZitim standardnich vzorct, jak je popsano
vyse, pii ¢emz musime zapusobit projektorem ]5+, ktery ptisobi stejné jako projektory P a 152, ale
na 3. ¢astici, takze P+|¢J2> = 0, nebot kazdy ¢len se zdvoji na jeden se znaménkem plus a jeden se
znaménkem minus. Alternativné si néktefi z vas vSimli, Ze stav |¢2) lze faktorizovat

() = 3 {[++) + [+-) + =) + - @ 5 {1+ — )}

Af tak ¢i onak, dospéjeme k zavéru, ze tfeti ¢astici naméfime s pravdépodobnosti 0 ve stavu se slozkou
sy rovnou +4/2 a s pravdépodobnosti 1 ve stavu || ), tj. s s, rovnou —h/2.

Jina alternativa reseni: je pievést pocateéni vinovou funkci z reprezentace s, do reprezentace s;. Ze
vztahii pro vektory | 1) a |} ) mizeme vyjadrit vlastnich stavy s, pomoci vlastnich stavii s, nasledovné

) = (1) % |1)) takze

)= FU+UN@() =N +HUN - () =N () +HUNe (1) —14)

a po roznasobeni

0y = L {1110 — 114+ [411) = [ 1)}

Vyhoda tohoto zépisu je, Ze projektor P, prosté poneché ¢leny zacinijici sipkou nahoru a ostatni
vynuluje a poté projektor P, vynuluje ¢len se Sipkou dolu uprostied, takze zbude [¢9) = |11 ) coZ je

separovany stav v némz je vidét, ze 3. ¢astice je ve stavu s projekci s, = —h/2.
Reseni pomoci maticové reprezentace v bazi: Dalsi mozZnosti, kterou se néktefi z vas pustili,
je Tesit problém v maticové reprezentaci v bazi {|+++),[++=),|+=+), [+==), |-++), |-+-), |-=+), [---) }.

Tento zpusob je asi nejpracnéjsi, protoze musime pracovat s maticemi 8x8, nebudu jej proto po-
drobné rozepisovat, ale alespon uvedu, ze poc¢atecni stav je v této reprezentaci dan vektorem |¢) =

(0,0,1,0,0,-1,0, O)T a vySe zminéné projektory jsou dany maticemi:

1 0 0 01 0 0 O 1 0 1.0 0 0 O0 O 1+1 0 0 0 0 O
0 1 0 0 0 1 0 O 0 1 0 1 0 0 0 O £ 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 O 10 1 0 0 0 O O 0 0 1£1 0 0 O
P 1 0 0 0 1 0 0 0 1 P =1 0 1 0 1 0 0 0 O P 1 0 0£1 1 0 0 O
1= 3 1 0 0 0 1.0 0 O 272 0 0 0 0 1 0 1 O +7 3 0O 0 0 0 1+1 0
0 1 0 0 0 1 0 O 0 0 0 0 0 1 0 1 0O 0 0 O0#£1 1 O
0 0 1 0 0 0 1 O 0 0 0 0 1 0 1 O o 0 0 0 0 0 1=+
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0+#1

Normovany vektor pred tfetim méfenim pak je |¢) = 2—\1&(1, -1,1,-1,1,-1,1, -1,

HFROOOOOCOo



Uloha 2(10 bodi)

Céastice v centralnim Coulombickém poli je pfipravena v prvnim excitovaném stavu (n = 2) se
z-tovou slozkou orbitalniho momentu hybnosti rovnou 0. Jaka je dimenzionalita prostoru vSech
stavi, které vyhovuji tomuto popisu? Najdéte mezi nimi stav s nejvétsi pravdépodobnosti
vyskytu v horni poloroviné z > 0.

Ndpoveéda pro rychly vypocet integrali si vzpomente na I'-funkci:
1 [ x\n >
—/ (—) e~y :/ t"e~tdt = n!
a Jo a 0

Reseni:
Na zacatku si uvédomime, které stavy ,;,, ¢astice v Coulombickém poli odpovidaji zadani.
V zadani je jasné feceno, ze n = 2 a m = 0. Z Teseni Coulobického problému vime, ze | < n,
takze pripadaji v ivahu dvé hodnoty [ = 0,1. Takze obecné vlnova funkce popsana v zadani
ma tvar

0= Ao+ B = Ak ks (L £)e % + B sk,

kde z = rcosf, A a B jsou dvé komplexni konstanty, splitujici podminku |A|*> + |B|? = 1
av tahéku jsme nasli pfislusné radialni vlnové funkce R,; a sférické harmoniky Y}, takze
a0 = Yio(0, ) Roy(r). Je vidét, ze hledané funkce tvoii podprostor dimenze 2.

Pravdepodobnost vyskytu ¢astice v horni poloroviné spocitame integraci pies horni poloro-
vinu (sféricky thel 6 jen od 0 do ) ve sférickych soufadnicich

2r % oo
p(z>0) = / [Y|2dV = / /2 / 11| dy sin @ dor? dr =
2>0 o Jo Jo

= \A|2/ |¢200|2dv+|3|2/ |1/)210|2dV+(AB*+A*B)/ P200%210dV.
z>0 z>0 2>0

Snadno si rozmyslite, Ze prvni dva integraly jsou rovny 1/2, protoze funkce 1909 a [th210] jsou
normované na 1 pres cely prostor a symetrické vici roviné xy, takze integral pres horni poloro-
vinu i dolni polorovinu je stejny. Navic plati |A|* + |B|*> = 1, takZe prvni dva ¢leny se vyséitaji
na 1/2. Integral v poslednim ¢lenu je roven

3 o0 .
4774@3/ /0008081n9d0/0 r2§ (1—%2)6 adr.

Integral pfes ¢ je roven 27, integral pres 6 prevedeme substituci ¢ = cosf na foltdt = %
K integralu pres r pfidame prefaktor 1/a® a provedeme substituci ¢ = r/a takze dostaneme

integral
/ (88 — 1th)e "t dt,
0

v némz vyuzijeme napovédu takze vysledek je 3! — 4!/2 = 6 — 12 = —6. Po dosazeni vSech
mezivysledkt zpét dostaneme p(z > 0) = 3 — 3(AB* — A*B). Zbyvé najit konstanty A, B
pro néz je tato pravdépodobnost nejvétsi. To bude pro nejmensi moznou hodnotu vyrazu V =
AB* — A*B. Libovolné konstanty splitujici normovaci podminku |A|? + |B|> = 1 lze napsat
jako A = cosae’, B = sinae®, kde a € (0,3) a a,b € (0,2n), takze V = cosasina(e’®? +
¢'®=9)) = sin 2 cos(a — b). Minimum pravdépodobnosti tedy bude p(z > 0) = 1/2 + 3/8 pro
a—b=mapro ¢ = m/4 a to nastane pro A = —B = 1//2 neboli pro

U = (200 — Ya10)/ V2

coz je hledany stav s nejpravdépodobnéjsim vyskytem (87.5%) v horni polorovniné.



Poznamky k Vasim feSenim:
Toto byla k mému prekvapeni nejméné tispésna tloha. Bylo odevzdano 20 feSeni a priameérné
hodnoceni bylo 2.8 bodu. Nikdo nedostal vice nez 5 bodt. Témér nikdo si nevsiml, ze stav
muze byt linearni kombinaci funkei 999 a 1919 a pokud ano, ignoroval interferencni clen a
myslel si, Ze kdyz pro oba stavy je pravdépodobnost rovna jedné poloviné, bude totéz platit pro
jejich linearni kombinaci. Dobfe se na tulohu podivejte a vezmeéte si z ni pouceni pro vyznam
interferen¢niho ¢lenu. To je pravé jednou z podstatnych aspektti kvantového chovani.
Alternativni feseni nevidim. Jen integraly z [¢a00|* @ z |h210]? je moZno pocitat explicitng,
i kdyz je vysledek mozno urcit ze symetrie, jak je ukédzano nahote. Tento explicitni vypocet
probihéa stejné jako pro interferencni ¢len a nebudu jej zde pfimo vypisovat. Vypocet v kartéz-
skych soutadnicich by byl neprakticky, ne-li neproveditelny a pfechod do jiné reprezentace neni
vhodny, protoze zakladni otazka tilohy se tyka polohy.



Uloha 3(10 bodi)

Orlentace dvouatomove molekuly v ¢ase ¢t = 0 je popsana vlnovou funkei Y(n) = (0, ¢) =
22 +y? = sin? 0. Casovy v§voj je uréen operatorem hamiltonidnu H=12 /21, kde L2] je operator
kvadratu orbitdlniho momentu hybnosti a I > 0 je konstanta (moment setrvacnostl). V jakém
Case t je nejmensi pravdépodobnost nalézt molekulu orientovanou do sméru 7 = €, = (1,0, 0)

(neboliz =1,y =2=0),tj. 0 =7, ¢ =0.

Reseni:
V tloze je tfeba najit ¢asovy vyvoj vlnové funkce. Hamiltonian je imérny operatoru kvadratu
orbitalniho momentu hybnosti, takze je potieba rozlozit vinovou funkci do sférickych harmonik,
které jsou jeho vlastnimi funkcemi. Jejich casovy vyvoj je pak dany jen komplexni fazi. Pravde-
podobnost ve zvoleném sméru je pak tmérna kvadratu vlnové funkce v tom sméru. Dodejme, ze
smérovy vektor 77 = (1, 2) = (cos ¢ sinf, sin psin §, cos 0) je jednotkovy, takze x*+y*+22 = 1.
Zacneme tedy rozkladem vinové funkce do sférickych harmonik. Je jasné, ze budeme potie-
bovat harmoniky s m = 0 (vlnova funkce nezavisi na ¢), maximalné do stupné [ (vlnova funkce
polynom v x,y,z stupné 2) a jen sudé [ (¢ suda funkce). Z jejich tabulky v tahdku vyc¢teme

Y()O\/4W:x2+y2+z2 =1, Yg()\/47r\/lg :222—x2—y2,

takze
VAm(2Ygo — ZYa0) = 3(2” +y%) = 3¢.

Stav Yo je vlastni funkci operatoru L2 s vlastni hodnotou 0, takze je stacionarnim stavem s
nulovou energii a tato vinova funkce se v ¢ase nemeéni. Stav Yy je vlastni funkei operatoru L?s
vlastni hodnotou 642, takZe je staciondrnim stavem s energii £ = L?/21 = 3h%/I a jeho dasovy
vyvoj je dan fazovym faktorem exp(— ZEt) Takze casovy vyvoj vinové funkce je

Y(t) = 4 [QYOO — ZYa exp(—?’iTht)] — 2 1(222 — g2 — ) exp(— L),
nebo pokud chcete to lze upravit s pouzitim vztahu 22 + y> =1 — 22 = 1 — cos® 0

Y(t) =2 — (22 — 3) exp(— Biht) | = 2 — (cos?0 — ) exp(— Biht)

Pokud hledame c¢as t, kdy se minimalizuje pravdépodobnost ve sméru x = 1, y = z = 0, vidime,
ze vlnova funkce v tomto sméru je imérna komplexnimu ¢islu

3uht
2+ exp(——).
I
Toto komplexni ¢islo ma nejmensi velikost, kdyz bude fazovy faktor roven —1 = e, tj. pro
t =ml/3h.

Poznamky k Vasim feSenim:

Také s touto tlohou jste méli dost problémt. Odevzdali jste 19 feseni s primérnym hodnocenim
3 body. Nejlepsi feseni jsem hodnotil 8 body. U této llohy mé to tolik nepiekvapilo. Ackoli feseni
bylo pomérné rychlé a pfimocaré (s Vyuiitim tabulky sférickych harmonik), byla flloha moiné
vylozenych na cviceni 5, kde jsme délali 2D rotor a uvédomeéni Sl, %e operator L2 dobfe znate z
prednasky a ze cviceni 8 a 10. Dale, Ze tento operator zavisi jen na hlovych proménnych, takze
jej 1ze chépat jako operator na prostoru L?(Ss) (prostor kvadraticky integrovatelnych funkci na
jednotkové sfére ve 3D).



Alternativni feSeni:

Jen tak pro zajimavost jsem se pokusil vymyslet alternativni feseni vychazejici z primého reseni
¢asové Schrodingerovy rovnice pomoci komutacnich relaci. Ale doporuceny postup, ktery ma
obecnéjsi pouziti je ten vyse.

Nejdiive si uvédomime, ze funkce |¢g) = v4nYoy = 1 je vlastni funkci operatoru L? odpo-
vidajici vlastni hodnoté 0, protoze operator momentu hybnosti derivuje podle thlovych pro-
meénnych, na nichz tato funkce nezavisi, takze ﬁ2|¢0) = 0. Vlnova funkce |¢g) tedy nezavisi na
dase, protoze evolu¢ni operator U(t) = exp —iH(t/h) na ni piisobi jako nésobeni 1 = ¢°. Nyni
napiseme vlnovou funkci jako

) = (1= 2°)|¢o) = |¢o) — |62),

kde jsme ¢asové zéavislou ¢ast vlnové funkce oznacili |¢,) = 2%|dg). Nyni se podiviame co da
¢asova Schrédingerova rovnice pro tuto funkei

ihoy ) = —ihdy|¢.) = H|do) —H|p.) = — 3 L?2%|go) = — {27 L?| o) +[L?, £%]|¢0) }.

0 0
Nyni postupné vy¢islime potfebny komutator (pamatujte, ze L2 = A% + 1:3 + 12 a 7z tahdku
[La, &5] = iheapyiy)
[I:27 z] = [iiv 2]+ [i?p ]+ [f’z’ 2] = Ex [f’x’ Z] +[ixa 2]I:w + IA/y [I:yv Z] _'_[[A’y? 2]j—’y
0 —ihy iha

= ih{iL, + Ly —jL, — L.j} = ih{2&L, — 2jL, — 2ihz}
@ Ly+[Ly#] G Lo+ [Lad]
Podobné s uzitim tohoto vysledku dostaneme
(L%, 23] = 2[L% 3]+ [L% 3)2 = ih{2&(3L, + L,2) — 20(3Ls + L,2) — 4ih3?}
= 4ih(23L, — §5L,) + 4h252 — 2h242 — 2h2¢P
— 4ihi(iL, — L) + 2h3(352 — 1).
Tento vysledek dosadime do Schrédingerovy rovnice vyse, pficemz si uvédomime, Ze pro ja-

koukoli slozku momentu hybnosti plati L.|¢o) = 0 (proto jsme se snazili ve viech ¢lenech
prokomutovat operatory L, co nejvice doprava), takze ve Schrodingerové rovnici zbyde jen

—ih0y|6.) = — % [L2 2%)|d0) = 2= (1 — 32%)|do) = Z={|¢o) — 3].)}-

Toto je z matematického hlediska oby¢ejné diferenciélni rovnice pro funkci f(t, z) = |¢.(t)) (dle
definice jsme dosadili |¢g) = 1):

atf(t7 Z) = Bl[l - Sf(tv z)]

zavisejici na parametru z a konstanté 5 = 771 a s pocatecni podminkou f(t = 0,2) = 2%|¢g) = 2%
Partikularni feSeni této nehomogenni rovnice je konstantni funkce f = 1/3, obecné feSeni pak
f = 1/3 + Cexp(—3ift). Konstantu C' = 2? — % pak ur¢ime z pocateéni podminky. Takze

nakonec dostavame, ze

00 = o) — fox(0) =1 - f05) = 3 = (2= 3 ) e,

coz je stejny vysledek jako jsme dostali prvni metodou.



Uloha 4(10 bodi) R

Uvazujme linedrnf harmonicky oscilator ve 2D s hamiltonidnem H = (=92 — 92 + 22 +3%) a
s momentem hybnosti L = Zp, — Up, pripraveny ve stavu |¢)) = [20) = \/Lﬁ(a;)2|00). Najdéte
(i) Jaké hodnoty L je mozno namé¥it a s jakou pravdépodobnosti? Jaké je matice (operétor)
hustoty po tomto métfeni, pokud nezname jeho vysledky?

Pozndmka: Uloha je zadana v jednotkéach v nichz m = w = h = 1.

Reseni:
Vsechny otazky této tilohy se toc¢i kolem méteni velic¢iny L ve stavu |20). Tato veli¢ina je vlastné
z-tova slozka momentu hybnosti, ktera komutuje s hamiltonianem H. Podle vét o komutujicich
operatorech tedy mizeme vlastni vektory operatoru L hledat ve vlastnim podporostoru hamil-
tonidnu odpovidajici stejné energii jako mé stav |20). ProtoZe energie harmonického oscilatoru
ve stavu |ngn,) zavisi jen na souctu N = n, + n,, budou nas zajimat jen stavy s N = 2: |20),
|11) a |02). Plisobeni operatoru L na tyto vektory nejlépe nalezneme, kdyz si vyjadiime Z, p,,
U a p, pomoci a, a a,

i— (s + d};) (ay — &:];) _ (ay + a;[/) (G — d;) i@

V2 V2 V2 V2

takze .
L|20) = iv/211) 0 —i 0
Li11) = iv/2(]02) — |20)) =  Ly=v2|i 0 —-i |,
LI02) = —iv2)11) 0 i 0

kde jsme pouzili zndmé piisobeni kreac¢nich a anihila¢nich operatorti na stavy harmonického

oscilatoru. Nakonec fadku vysSe jsme zapsali ptisobeni operatoru L ve vlastnim podprostoru
N = 2 jako matici L. Vlastni ¢isla této matice najdeme pomoci charakteristického polynomu
A3 — 4\, ktery m4 kofeny A\ = 0, £2. P¥islusné vlastni vektory |¢,) pak najdeme standardni
metodou [t)o) = (1,0,1)7, [1h+s) = (1, £iv/2, —1)7, neboli po normovani

[t0) = 5(102) +102)), [42) = 5(102) £iv2[11) - |02)).

Nyni uz mtzeme odpovédét na otazky z tlohy. Pro veli¢inu L mizeme namérit hodnotu A = 0
s pravdépodobnosti py = [{¥|200)|> = 0.5 a hodnoty A = 42 s pravdépodobnostmi piy =
| (1)12]200)|> = 0.25. St¥edni hodnota (L) = (20|L|20) je rovnou horni levy roh matice L, tj.
(L) = 0. Matice hustoty po méfeni je pak ddna vzoreckem z prednéasky

p = poltbo) (Yol + p-a|tp_2){_a| + pa|ib2) (Y],

coz mi stacilo, ale po dosazeni za py a |¢,) lze pfepsat do tvaru

p = 11320)(20] + 2[11)(11] + 3|02)(02| + |20)(02] 4 [02)(20]] .

Poznamky k Vasim feSenim:

Tato tiloha byla velmi blizkéa tomu co jste délali v doméci tloze 5, takze patrné i diky tomu byly
vysledky lep$i nez v predchozich dvou tlohach. Seslo se mi 22 feseni s prumérnym hodnocenim
5.5 bodu a z toho 6 feseni bylo zcela spravné. Vétsina nespravnych feseni spocivala prosté v tom,
ze jste ulohu nedoresili, nebo si mozna nevédéli rady. V jednom pripadé si fesitel neuvédomil,
ze uloha je dvou a ne tfidimenzionalni.



Alternativni feSeni v soufadnicové reprezentaci:

Kolegyné Tynianskaia se pokusila fesit tlohu pfimo s soufadnicové reprezentaci. Pro ilustraci ukazu,
jak lze tuto metodu spravné dotahnout do konce, abyste vidéli jiny postup néz ten vychazejici z doméaci
ulohy. Za¢neme tim, Ze si zadany stav napiSeme v souradnicové reprezentaci s pomoci vlastnich funkci
harmonického oscilatoru napsanych v tahaku:

1 4% 1 4L : —3 5
Y(z,y) = (22){(y|0) = ——=Ha(X)e “* ——=e “%0 = |:2L—1:|€ o
(7:9) = (I2)010) = =z (e 2 — =[5

Dalsim krokem je uvédomit si, jak ptisobi operator L v soufadnicové reprezentaci. P¥i tom piejdeme
do polérnich soutadnic (z,y) = (r cos ¢, rsingp), takze
0 or 0 Oy 8

880 9 0z + = 95 0y —yd, + 20, = L/(—ih)

neboli L = —1hd,. Vlastni funkce tohoto operatoru jsou e"™¥ pro celoéiselné hodnoty m a piislusna
vlastni ¢isla jsou Am. Libovolnou vinovou funkci mazeme pro fixni r rozlozit do Fourierovy rfady

Z qu(r)eim“’.

m=—0o0

Projektor P, na vlastni podprostor operatoru L prislusejici hodnoté Am ptsobi tak, ze vynuluje
vSechny ¢leny této fady, kromé m-tého

Pmd} = (rbm(r)eim@ = wm‘

Z toho uz se da najit odpovéd na vSechny otazky tlohy, pokud najdeme rozklad zadané vinové funkce.

K tomu ndm staéi pouzit vzorec z = rcos p = 5(e'¥ + e~*¥) takize
r2 2
_ 2 ip —ip)\2 _ 1 e 1 2 2ip —2ip 2 1 T
b= xox/27r 272 ( Te ) € zoV2r | 2%2 (6 Te ) + z3 € :

Odtud vidime, ze mizeme namérit m = 0,+2 a projekce ¥, jsou

2
_ D _ 1 2 —142 > - 1 ¢ —L 495
Yo =Py = —7=lg" — e, o= Puyp = —=fem 7 e,

kde ¢ = =. Pro vypocet pravdépodobnosti p,, = ||t |* potiebujeme normu téchto projekei, kterou
Vypocteme v polarnich soufadnicich (kdyby mély vSechny projekce stejnou zévislost na ¢ nemuseli
bychom integrovat a stacily by jejich poméry)

_2rdrd > -~
WW:://mewz//m e A de /[¢4f+mqu
IBO 27[' 0

1 [ 1
= / [y* — 2y +1]e” ydy—2(2'—2+1) 3

2 _ ¢ —prdrdp 1 (%, o L%, . 1
[th4a]l® = //Wﬂ!rd?"dso // 2 27T4/0 g'e Tqdg =2 e dy = -

Tedy pravdépodobnosti vysly stejné jako predchozim postupem. Stfedni hodnotu z nich mizeme
vyjadrit jako
L)= hz Mpm = 0.
m
Mimochodem, mtizete si rozmyslet, Zze v soutfadnicové reprezentaci vyjde matice hustoty nasledovné

1.2, /2
(r plolr”, ) = plr 7', 0, 01) = 3 Pmly) (1P = 55 {@ =@ = 1)+ §a2g? cos2(p — @)e 3D}



Uloha 5(10 bodi)

Na Hilbertové prostoru # = C? popisujicim Q-bit, s bazi {|0), |1)} definujeme operator hodnoty
Q-bitu 7 = [1)(1]. V systému dvou Q-biti, se stavovym prostorem H = C? @ C? definujeme
operdtor N = i ® I + I ® n. Zjistéte, jak tento operator piisobi na bazové vektory |nin,), kde
n; € 0,1 je hodnota i-tého Q-bitu. Pfedpokladejme, ze Hamiltonian systému dvou Q-bitl je
dan vzorcem H = eN — SV, kde V = [10)(01] + |01) (10| je operator preskoku informace mezi
Q-bity a €, 3 jsou realné konstanty. Dokazte, ze [FI , N] = 0. Predpokladejte, ze v case t = 0
je systém ve stavu |00) + |10). Jaka je pravdépodobnost nalézt v ¢ase t > 0 hodnotu druhého
Q-bitu ny = 17

Reseni:
Nejdfive se podivame jak ptisobi operatory N a V' na obecny bazovy vektor

Nlning) = (A ®@I+1&® i)|ning) = (ng + ny)|nins),

~ _ 0 pro ny = no,
Vinna) = { |nani) pro ny # no,

takze NV\n1n2> — ‘A/:N\mm} =0pron; =ns a NV\n1n2> = VN\n1n2> = (ny + ng)|nany) pro
ny # ng, neboli [V, N] =0 a tedy

[H,N] = [eN — 8V,N] = ¢[N,N| — B[V, N] =0,

coz jsme méli dokazat. Z této komutacni relace, vidime, ze vlastni vektory operatoru H mtizeme
hledat ve vlastnich podprostorech s konstantnim N = n; + ny. Pro N =0 a N = 2 dostavame
rovnou vlastni vektory |1)o) = |00} a [¢) = |11) s vlastni energii Ey = (00/H|00) = 0 a
Ey = <11|f[|11) = Ne = 2¢. Ve vlastnim podprostoru N = 1 jsou dva stavy a pusobeni
hamiltonianu na né je

A110) = (N — BV)[10) = e[10) - 5J01)
HI01) = (eN — BV)|01) = €[01) — B|10).

Z toho jsou ihned vidét vlastni hodnoty energie a vlastni vektory hamiltonianu v tomto pod-
prostoru
E:{@—m e ) = 1(110) + [10)),
(e+5) o we) = 5(110) — [10)),

Tyto vektory nejsou normované, ale to nevadi. Dtilezité je Ze jejich ¢asovy vyvoj je |1, ) exp(—iE,t/h).
Rozvedeme do nich stav (pfenormovany), na néjz se pta posledni otédzka

[¥) = (!00} +110)) = —=(Ivho) + [vh4) + ).

7

%I

Casovy v¥voj tohoto stavu je

_)e —g >:%(|OO> 110)e 7 COS%+Z|01> 2 sin%).

$(6) = == (I60) + e T

1
V2
Pravdépodobnost nalezeni druhého Q-bitu ve stavu ny = 1 je kvadrat absolutni hodnoty koefi-
cientu u posledniho ¢lenu, tj. p = 3 sm2 5 L



Poznémky k Vaéim f‘eéenim'

vvvvvv

27 1lidi a primeérné hodnoceni bylo vice nez 8 bodu. Z toho je vidét, ze jste moc nechybovah.

Reseni naznacené vyse se objevilo v riznych variantach. Nékteii si vSimli, ze ptisobeni operatoru V
lze zapsat pomoci Kronekerova symbolu §

V\n1n2> = (1 — 6n1n2)\n2n1) = 5n105n21‘10> + (57111(5”20‘01).

P¥i vyjadfovani komutétoru jste nékteii postiehli, ze diky N|01) = |01) a N|10) = |10) plati NV =
VN=V.

Pro vyjadieni asového vyvoje jste si mnohdy uvédomili, ze diky H |00) = 0 zistava tento stav
konstantni v ¢ase a staé¢i se zabyvat vyvojem stavu |10). Pfitom N je diky dokazané komutacni relaci
zachovavajici se veli¢inou, takze

U(t)[10) = b(t)[10) + ¢(t)]01).

Kolega Paidar toho vyuzil a dosazenim tohoto pfedpokladu do ¢asové Schodingerovy rovnice nasel
soustavu diferencidlnich rovnic pro funkce b(t) a ¢(t). Poznamenejme, Ze feSeni této soustavy pomoci
charakteristického polynomu je samoziejmé ekvivalentni hledani vlastnich ¢isel matice Hamiltonianu.

ReSeni zaloZené na maticové reprezentaci: Mnoho z vas fesilo tlohu v reprezentaci v bazi
{]00),|01), |10),|11)}. Na rozdil od prvni tlohy, kde byl stavovy prostor osmidimenzionalni, je to zde
celkem efektivni. Pro operatory N, V a H tak dostaneme matice

00 00 00 0 0 0 0 0 0
¢ [ o 10 0 ~ [ o o 10 g [ o ¢ -8 o0
N=19 010> V=1010 0 |> N=1y 5 ¢ o

00 0 2 00 0 0 0 0 0 2

Maticova reprezentace operatoru N tak v podstaté rovnou odpovida na prvni otazku. Komutator se
da spocist prostym vynésobenim vyse uvedenych matic [H, N] = HN — NH = 0.

Pfi feSeni ¢asového vyvoje mizeme postupovat rtzné. Bud budeme sledovat stejny postup jako vyse
a najdeme vlastni ¢isla 0, ¢ — 3, € + 3, 2¢ a vlastni vektory |1) = (1,0,0,0)T, |1h1) = (0 1,+1,0)7,
142) = (0,0,0,0)7 hamiltonidnu, do nichz rozlozime poc¢ateéni stav, kter§ po normovani je |¢) =
1 1 1 5 " PRI , S
ﬁ(l7 1,0,0)1 = ﬁHwO) + ﬁ(h%) + [100))], takze dostaneme ¢asovy vyvoj jako v posledni rovnici na
ptredchozi strané zapsany pomoci sloupcového vektoru.
Neékteri z vas vyjadrili nejprve evoluéni operator

Ut) = ewilt an V(e FEnt =

1 0 0 0 0 0 0 o0 i e_g) 0 0 0 o i (et8) 0 0 0 o0 ;

_ 0 0 0 O 1 0 1 1 o — X (e—=p)t 1 0 1 -1 o0 — = (e+P)t 0 0 0 O —+2et

= <0000)+2<0110>6ﬁ +2<0110)6ﬁ +1l o0 0o o o Je BT
0 0 0 o 0 0 0 o0 0 0 0 o© 0 0 o0 1

Zajimavy postfeh méli kolegové Stary a Divisek, ktefi si v8imli, ze diky komutacni relaci [N V]
0, muzeme psat e —iHt — o= ieNteiBVE Pryni exponencidlu vy¢islite snadno, nebot operétor N je
diagonalni a tak dostaneme prosté na diagonale exponencialy pfislusnych diagonélnich prvka. Druhou
exponencidlu mizeme vypocist jako exponencidlu Pauliho matice o,, protoze 1% je vlastné o, oblozena
nulami. Pro Pauliho matice plati ¢} = o, pro n liché a ¢} = I pro n sudé takze z Taylorova rozvoje
dostaneme exp ao, = I cos a+ o,isin a. Af uz pouZijete tento postup z Taylorova rozvoje nebo vzorec

vyse zaloZeny na spektralnim rozkladu dostanete evoluéni operator ve tvaru

) 10 0 0 L 1
B T (T BTN B B L ey AP P
- NG 0 V2 0 e h“zsm% e he cosﬁ 0 0 T V2 e hétzsm B)f

0 0 0 0 em w2 0 0



