Proseminar teoretické fyziky

prof. RNDr. Pavel Krtous, Ph.D.
RNDr. Otakar Svitek, Ph.D.

NTMF029 LS: 0/2 Z — jaro 2021

Zapoctovy problém ¢. 2

Reseni akolu bude hodnoceno bud jako spravné nebo jako nedpiné. Neiplna feseni budou vracena k dopracovani.

Standardni termin odevzdani 2. zdpoctového problému je 7. Cervna 2021, nicméné tkol bude mozné odevzdat ¢i
doladit jesté dalsi dva tydny. Reseni v elektronické formé (pdf z IATEXu, scan &i foto) nahrajte v SISu v modulu
studijni mezivysledky nebo poslete na adresu Pavel.Krtous@utf.mff.cuni.cz

Uvazujme dvojkomponentové realné pole &4, tj. pole nabyvajici hodnot v dvojdimenzionalnim
realném vektorovém prostoru. Komponenty z tohoto prostoru budeme c¢islovat velkymi pismeny
AB,...=1,2.

Na tomto prostoru méjme skalarni souc¢in zadany pomoci metriky H4p
(,0) = Hyp ®407 .

Metrika H 4p je nedegenerovana pozitivné definitni s inverzi H48 a budeme ji pouZivat pro snizovani
a zvySovani polnich index.

Dale mé&jme tzv. komplexni strukturu kompatibilni s timto soucinem — operator J4g spliujici
JS=—=1, (J-9,J-0)=(2,0),

kde I je jednotkovy operator. V komponentach to znamena
JANINg = —17 HynJY4JVg = Hap = JMAHyp=-HanJ 5,

coz jsou vztahy vyuzitelné pro komutaci matic Hap a J Ap.

Pole ®¥ se nazyva nabité skalarni pole. Jeho interakce s elektromagnetickym polem je zachycena
akci

1
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4-potenciél A, elektromagnetického pole se skryva v kovariantni derivaci D definované na polnim
vektorovém prostoru

D, % =V, 0 —eA, JE 08

Zde 1y, je Minkowského metrika, V,, derivace v prostorocasu a e naboj pole. Poznamenejme, Ze pro
kovektor Y i s indexem dole je kovariantni derivace dana

D, Sk =V, Sk +ed, S T .

Uvazujeme volbu jednotek ¢ = 1.



(iii)

Variaci akce podle ®V naleznéte pohybovou rovnici pro pole.

Variaci akce podle A, naleznéte elektricky 4-tok neseny timto polem

OSxp

b
Ixe = 6A,

Ovéite, ze akce je invariantni vici kalibra¢ni transformaci
@—)@zexp(ea])-q), Au—m{lu:Au—l—Vuoz
Zde exp(ea.J) je maticova exponenciala. P¥i dikazu vyuzijte komutaéni vlastnosti J4 s Hap.

Rozstépenim prostoro¢asu na ¢as a prostor naleznéte Lagrangian pole Lyp(®4, ®4). Zde je vyhodné
zavést prostorovou kovariantni polni derivaci D®X a kovariantni ¢asovou derivaci Do®#

DOK = VoK — e AJK, 0L | DodX = &K 4 e J5, oL .

Urcete nabojovou hustotu pyp a tok naboje ij asociované s polem
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Naleznéte hybnost pole
- 0Lyp
SPK
Napiste Hamiltonian pole HNP(CPA, Py).

Py

K rozmysleni navic (nepovinné):

Pokud budeme uvazovat, Ze elektromagnetické pole vystupujici v akci Syp je také dynamické, s akei
Sem danou na prednasce, jaky bude pfispévek pole ® do Gaussovy vazby G vzniklé pii budovéani
hamiltonovského formalismu celého systému obou poli? Neboli, jaka bude Gaussova vazba v systému
s akei S = Spu(A) + Sxs(P, A)? Gaussova vazba zde vznikne zcela stejnym zptisobem jak bylo
diskutovano na prednésce, tj. jako sekundarni vazba zajistujici konstantnost primarni vazby x = 0.

Poznamky na okraj:

Uvedeny piiklad je nejjednodussi pfipad interakce tzv. kalibracniho pole (zde elektromagnetické
pole) s hmotovym polem (pole ®). Pole ® popisuje kombinaci nabitého skaldrniho pole a antipole.

Vedle realného formalismu uzitého v tomto piipadé lze zavést téz jednokomponentové komplexni
pole. Komplexni struktura J pak pfejde na obyc¢ejnou komplexni jednotku a realny skalédrni soucin
dany metrikou H na skalarni sou¢in na komplexnim jednodimenzionalnim prostoru.

Kalibra¢ni pole lze misto vektorového 4-potencialu A, popsat téz piimo kovariantni derivaci D na
polnim prostoru. Z matematického hlediska se jedn& o derivaci na fibrovaném prostoru. Intenzita
kalibra¢niho pole F},, ma pak interpretaci kfivosti této derivace.

Kalibrac¢ni teorie jsou vzdy invariantni vaci grupé kalibra¢nich transformaci. V nasem piipadé se
jedné o transformace zachovavajici skalarni soudin. Cili kalibracni transformace tvori v kazdém
prostorocasovém bodé grupu SO(2); z hlediska komplexniho formalismu se ¢astéji uvadi grupa
U(1) = SO(2). Invariance teorie lze zabezpecit, pokud je akce zapsana v kovariantnim tvaru —
pouze pomoci geometrickych veli¢in jako jsou skalarni souc¢in a zobecnéna kovariantni derivace.

Standardni model — soucasné teorie elementarnich Castic — je vystaven pravé na zakladé teorie
kalibra¢nich poli. Kalibra¢ni i hmotova pole jsou v tomto pripadé jiz slozitéjsi nez jednoduché
elektromagnetické a skalarni pole, nicméné napf. s interakénimi ¢leny vstupujicimi do akce skrze
zobecnénou kovariantni derivaci D se v obecné teorii setkdvame i nadéle.



