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Zapoctovy problém ¢. 2

Reseni tkolu bude hodnoceno bud' jako spravné nebo jako netplné. Netplna feseni budou vracena k dopracovani.

Termin odevzdani 2. zapoétového problému je 18. kvétna 2026. Reseni v elektronické formé nahrajte v SISu v
modulu studijni mezivysledky nebo v pfipadé potizi poslete na adresu otakar.svitek@matfyz.cuni.cz

Uvazujme dvoukomponentové realné pole ®4, tj. pole nabyvajici hodnot v dvojdimenzionalnim
realném vektorovém prostoru. Komponenty z tohoto prostoru budeme déislovat velkymi pismeny
AB,...=1,2.

Na tomto prostoru méjme skalarni souc¢in zadany pomoci metriky Hap
(,0) = Hyp ®4075 .

Metrika H4p je nedegenerovana pozitivné definitni s inverzi H45 a budeme ji pouzivat pro snizovani
a zvySovani polnich indexi.

Dale mé&jme tzv. komplexni strukturu kompatibilni s timto sou¢inem — operator J4g splijici
JP==I, (J-2,J-0)=(2,0),

kde I je jednotkovy operator. V komponentach to znamena
JNINg = —If . HunJYaJ"p=Hap = JYaHyup=—-HanJ"p,

co jsou vztahy vyuzitelné pro komutaci matic Hap a J45.
(Pozor, nezaménte komplexni strukturu J Ap a elektricky tok — ten budeme znaé&it J*.)

Pole ®X se nazyva nabité skalarni pole. Jeho interakce s elektromagnetickym polem je zachycena akei
1
Sww [0V, A,] = -3 / [HAB D, D, 8 n" 4 M? Hyp 04 @8 | d*Q
Q

4-potencial A, elektromagnetického pole se skryva v kovariantni derivaci D definované na polnim
vektorovém prostoru

D, % =V, 0 —eA, JE 08 .

Zde 7, je Minkowského metrika, V,, derivace v prostorocasu a e naboj pole. Poznamenejme, Ze pro
kovektor X s indexem dole je kovariantni derivace dana

DSk =V, Sk +ed, S T .
Akce elektromagnetického pole byla diskutovana na prednasce,

Sea[4,] = == / Fl, F™ d*Q .

Uvazujeme volbu jednotek ¢ = 1.



(iii)

Variaci akce podle ®V naleznéte pohybovou rovnici pro pole.

Variaci akce podle A, naleznéte elektricky 4-tok neseny timto polem

Ovéite, Ze akce je invariantni vadi kalibra¢ni transformaci
@—Hfzexp(eaJ)-@, AM%AM:AM—FVM(J

Zde exp(ea.J) je maticova exponenciala. P¥i ditkazu vyuzijte komutaéni vlastnosti J4 s Hyp a
fakt, ze J se chové jako komplexni jednotka.

Rozstépenim prostorocasu na ¢as a prostor naleznéte Lagrangidn pole LNP(<I>A, <I>A). Zde je vyhodné
zavést prostorovou kovariantni polni derivaci D®X a kovariantni ¢asovou derivaci Do®#

DX = VoK —e AJK 0L, DedX = oK 4 epJK 0",
kde ¢ a A jsou elektromagneticky skalarni a vektorovy potenciél.

Uréete nabojovou hustotu pyp a tok naboje ij asociované s polem

5LNP = 5LNP
) JNp = T -

dep 5A

PNp = —

Naleznéte hybnost pole

. 0Lyp

Py = 2one
K= 5oK

(vii) Napiste Hamiltonian pole Hyp(®4, Py).

(viii) Jaky bude pfispévek nabitého pole ® do Gaussovy vazby G vzniklé pfi budovani hamiltonovského

formalismu systému elektromagnetického a nabitého pole s akei S = Sgy(A4) + Sne(®, A)? Gaussova
vazba vznikne stejnym zpiisobem jak bylo diskutovano na prednésce, tj. jako sekundarni vazba
zajistujici konstantnost primarni vazby x = 0.

Poznamky na okraj:

Uvedeny piiklad je nejjednodussi pfipad interakce tzv. kalibraéniho pole (zde elektromagnetické pole) s
hmotovym polem (pole ®@). Pole ® popisuje kombinaci nabitého skalarniho pole a antipole.

Vedle realného formalismu uzitého v tomto pripadé lze zavést téz jednokomponentové komplexni pole. Kom-
plexni struktura J pak pfejde na obycejnou komplexn{ jednotku a realny skalarni souc¢in dany metrikou H
na skalarni soucin na komplexnim jednodimenzionalnim prostoru.

Kalibra¢ni pole lze misto vektorového 4-potencidlu A, popsat téz piimo kovariantni derivaci D na polnim
prostoru. Z matematického hlediska se jedna o derivaci na fibrovaném prostoru. Intenzita kalibra¢niho pole
F,,, ma pak interpretaci kifivosti této derivace.

Kalibra¢ni teorie jsou vzdy invariantni vici grupé kalibra¢nich transformaci. V nasem piipadé se jedna o
transformace zachovévajici skalarni soucin. Cili kalibraéni transformace tvo¥i v kazdém prostorocasovém bods
grupu SO(2); z hlediska komplexniho formalismu se ¢astéji uvadi grupa U(1) = SO(2). Invariance teorie lze
zabezpecit, pokud je akce zapsana v kovariantnim tvaru — pouze pomoci geometrickych veli¢in jako jsou
skalarni soucin a zobecnéné kovariantni derivace.

Standardni model — soucasna teorie elementarnich ¢astic — je vystaven préavé na zékladé teorie kalibra¢nich
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pole, nicméné napf. s interakénimi ¢leny vstupujicimi do akce skrze zobecnénou kovariantni derivaci D se v
obecné teorii setkavame i nadale.



