
Obecné souřadnice tenzorů
souřadnice: xm

báze v prostoru vektorů:
∂

∂xm
báze v prostoru 1-forem: dxm platí:

∂

∂xm
· dxn = δnm

Souřadnice tenzorů:

souřadnice xk souřadnice yk
′

a = ak
∂

∂xk
α = αk dx

k a = ak
′ ∂

∂yk′
α = αk′ dy

k′

A = Ak...
l...

∂

∂xk
· · · dxl · · · A = Ak′...

l′...

∂

∂yk′
· · · dyl

′ · · ·

ak = al
′ ∂xk

∂yl′
αk = αl′

∂yl
′

∂xk
ak

′
= al

∂yk
′

∂xl
αk′ = αl

∂xl

∂yk′

Am...
n... = Ak′

l′
∂xm

∂yk′
· · · ∂y

l′

∂xn
· · · Am′...

n′... = Ak
l

∂ym
′

∂xk
· · · ∂xl

∂yn′ · · ·

Metrika, snižování a zvyšování indexů

metrika definuje skalární součin mezi vektory: (a, b) = a · q · b

q = qmn dx
m dxn qkn q

ln = δlk qkl = qlk qkl = qlk

metrika definuje korespondenci mezi vektory a 1-formami

ak = qkl a
l ak = qkl al

Levi-Civitův tenzor

Levi-Civitův tenzor ϵ je totálně antisymetrický tenzor se zvolenou orientací, normalizovaný na metriku

ϵ ∈ V 0
d kde d = dimV

ϵ = A(ϵ) tj. ϵk1...kd = ϵ[k1...kd] antisymetrie
ϵk1...kd ϵk1...kd q

k1l1 · · · qkdld = ±d! normalizace
ϵ1...d > 0 v positivně orientované bázi orientace

⇒ ϵ1...d = ±
√
|det qkl|

∇-operátor – kovariantní derivace

pro lineární souřadnice x̄k̄ v afinním prostoru platí: ∇ ∂

∂x̄k̄
= 0 ∇dx̄k̄ = 0

v obecných souřadnicích xk definujeme Γ n
kl: ∇ ∂

∂xk
= Γ n

mk

∂

∂xn
dxm ∇dxk = −Γ k

mn dxm dxn

metrika je konstatní tenzor: ∇q = 0

souřadnice kovariantní derivace

Ak
l;m označuje souřadnice tenzoru ∇A, Ak

l,m označuje parciální derivace podle xm

f;k = f,k ak ;m = ak,m + Γ k
mna

n an;m = an,m − Γ k
mnak

Ak...
l...;m = Ak...

l...,m + Γ k
mnA

n...
l... + · · · − Γ n

mlA
k...
n... − · · ·

Γ a
kl =

1

2
qan
(
qnk,l + qnl,k − qkl,n

)
Γ a
kl =

∂2x̄n̄

∂xk∂xl

∂xa

∂x̄n̄
Γ a
kl = −∂x̄b̄

∂xk

∂2xa

∂x̄b̄∂x̄c̄

∂x̄c̄

∂xl





Ortogonální souřadnice (d = 3)
ortogonální souřadnice xm mají na sebe kolmé souřadnicové čáry, tj. qkl je diagonální
v takovém případě zavádíme Lamého koeficienty: hk =

√
qkk

ve výrazech s Lamého koeficienty se nepoužívá sčítací konvence!

Normalizovaná báze vektorů a 1-forem

ek̂ =
1

hk

∂

∂xk
|ek̂| = 1

∣∣∣∣ ∂

∂xk

∣∣∣∣ = hk

ek̂ = hk dxk |ek̂| = 1
∣∣dxk

∣∣ = 1

hk

Metrika a objemový element

q = h2
1e

1̂e1̂ + h2
2e

2̂e2̂ + h2
3e

3̂e3̂ dV = h1h2h3 dx
1 dx2 dx3

Vztah souřadnic s různým typem indexů

a = an
∂

∂xn
= an̂ en̂ a = an dxn = an̂ e

n̂

hn a
n = an̂ = an̂ = h−1

n an nesčítá se!

Levi-Civitův tenzor a vektorové násobení

ϵ = h1h2h3 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 = e1̂ ∧e2̂ ∧e3̂

ϵ123 = h1h2h3 ϵ1̂2̂3̂ = 1

c = a× b ⇒

c1 =
h2h3

h1

(a2b3 − a3b2) c1̂ = (a2̂b3̂ − a3̂b2̂) a cyklické záměny

Γ - koeficienty

Γ k
kn = Γ k

nk = (log hk),n = h−1
k hk,n

Γ k
nn = −1

2
h−2
k (h2

n),k k ̸= n

Γ k
mn = 0 k, m, n různé



Operátory v ortogonálních souřadnicích

gradient skaláru: a = df = ∇f

ak = f,k ak̂ = ak̂ =
1

hk

f,k ak =
1

h2
k

f,k

divergence: f = ∇ · a

f =
1

h1h2h3

((
h1h2h3 a

1
)
,1
+
(
h1h2h3 a

2
)
,2
+
(
h1h2h3 a

3
)
,3

)
=

1

h1h2h3

((
h2h3 a

1̂
)
,1
+
(
h1h3 a

2̂
)
,2
+
(
h1h2 a

3̂
)
,3

)
=

1

h1h2h3

((h2h3

h1

a1

)
,1
+
(h1h3

h2

a2

)
,2
+
(h1h2

h3

a3

)
,3

)
rotace: b = ∇× a

b1 =
1

h1h2h3

((
h2
3 a

3
)
,2
−
(
h2
2 a

2
)
,3

)
a cyklické záměny

b1̂ =
1

h2h3

((
h3 a

3̂
)
,2
−
(
h2 a

2̂
)
,3

)
a cyklické záměny

b1 =
h1

h2h3

(
a3,2 − a2,3

)
a cyklické záměny

laplace:

∇2 f =
1

h1h2h3

((h2h3

h1

f,1

)
,1
+
(h1h3

h2

f,2

)
,2
+
(h1h2

h3

f,3

)
,3

)



Cylindrické souřadnice (ρ, φ, z)

Vztah ke kartézským souřadnicím:

x =ρ cosφ ρ =
√

x2 + y2

y =ρ sinφ φ =arctan
y

x
z =z z =z

Metrika a objemový element:

q = dρdρ+ ρ2 dφdφ+ dz dz dV = ρ dρ dφ dz

Laméovy koeficienty:

hρ = 1 , hφ = ρ , hz = 1

Triáda (normovaná báze):

eρ̂ =
∂

∂ρ
eφ̂ =

1

ρ

∂

∂φ
eẑ =

∂

∂z

eρ̂ = dρ eφ̂ = ρdφ eẑ = dz

Vztah souřadnic tenzorů (různé druhy indexů):

aρ = aρ̂ = aρ̂ = aρ

ρ aφ = aφ̂ = aφ̂ =
1

ρ
aφ

az = aẑ = aẑ = az

Vektorové násobení a antisymetrický tenzor:

ϵ = ρ dρ ∧ dφ ∧ dz

ϵρφz = ρ ϵρ̂φ̂ẑ = 1 ϵρφz =
1

ρ

ϵρφz = ρ ϵφzρ =
1

ρ
ϵzρφ = ρ

c = a× b

cρ = ρ (aφbz − azbφ) cφ =
1

ρ
(azbρ − aρbz) cz = ρ (aρbφ − aφbρ)



Vztah cylindrických a kartézských bází vektorů a forem

ex̂ = cosφ eρ̂ − sinφ eφ̂ =
x√

x2 + y2
eρ̂ −

y√
x2 + y2

eφ̂

eŷ = sinφ eρ̂ + cosφ eφ̂ =
y√

x2 + y2
eρ̂ +

x√
x2 + y2

eφ̂

eẑ = eẑ

eρ̂ =
x√

x2 + y2
ex̂ +

y√
x2 + y2

eŷ = cosφ ex̂ + sinφ eŷ

eφ̂ = − y√
x2 + y2

ex̂ +
x√

x2 + y2
eŷ = − sinφ ex̂ + cosφ eŷ

eẑ = eẑ

∂

∂x
= cosφ

∂

∂ρ
− sinφ

ρ

∂

∂φ
=

x√
x2 + y2

∂

∂ρ
− y

x2 + y2
∂

∂φ

∂

∂y
= sinφ

∂

∂ρ
+

cosφ

ρ

∂

∂φ
=

y√
x2 + y2

∂

∂ρ
+

x

x2 + y2
∂

∂φ

∂

∂z
=

∂

∂z

∂

∂ρ
=

x√
x2 + y2

∂

∂x
+

y√
x2 + y2

∂

∂y
= cosφ

∂

∂x
+ sinφ

∂

∂y

∂

∂φ
= −y

∂

∂x
+ x

∂

∂y
= −ρ sinφ

∂

∂x
+ ρ cosφ

∂

∂y
∂

∂z
=

∂

∂z

dx = cosφdρ− ρ sinφdφ =
x√

x2 + y2
dρ− y dφ

dy = sinφdρ+ ρ cosφdφ =
y√

x2 + y2
dρ+ xdφ

dz = dz

dρ =
1√

x2 + y2
(xdx+ y dy) = cosφdx+ sinφdy

dφ =
1

x2 + y2
(xdy − y dx) =

cosφ

ρ
dy − sinφ

ρ
dx

dz = dz



Derivace bázových vektorů a forem

∇eρ̂ =
1

ρ
eφ̂ eφ̂ ∇ · eρ̂ =

1

ρ
∇× eρ̂ = 0

∇eφ̂ = −1

ρ
eφ̂ eρ̂ ∇ · eφ̂ = 0 ∇× eφ̂ =

1

ρ
eẑ

∇eẑ = 0 ∇ · eẑ = 0 ∇× eẑ = 0

∇ ∂

∂ρ
=

1

ρ
dφ

∂

∂φ
∇ · ∂

∂ρ
=

1

ρ
∇× ∂

∂ρ
= 0

∇ ∂

∂φ
=

1

ρ
dρ

∂

∂φ
− ρdφ

∂

∂ρ
∇ · ∂

∂φ
= 0 ∇× ∂

∂φ
= 2

∂

∂z

∇ ∂

∂z
= 0 ∇ · ∂

∂z
= 0 ∇× ∂

∂z
= 0

∇dρ = ρ dφdφ ∇2 ρ =
1

ρ

∇dφ = −1

ρ
(dρdφ+ dφdρ) ∇2 φ = 0

∇dz = 0 ∇2 z = 0

Souřadnice kovariantní derivace

ak ;m = ak,m + Γ k
mna

n , an;m = an,m − Γ k
mnak

Γ ρ
φφ = −ρ , Γ φ

ρφ = Γ φ
φρ =

1

ρ
, ostatní Γ-koeficienty jsou nulové

Operátory v cylindrických souřadnicích

gradient skaláru: a = df = ∇f

aρ = f,ρ aρ̂ = f,ρ aρ = f,ρ

aφ = f,φ aφ̂ =
1

ρ
f,φ aφ =

1

ρ2
f,φ

az = f,z aẑ = f,z az = f,z

divergence: f = ∇ · a

f =
1

ρ
(ρ aρ),ρ + aφ,φ + az,z =

1

ρ
(ρ aρ̂),ρ +

1

ρ
aφ̂,φ + aẑ ,z =

1

ρ
(ρ aρ),ρ +

1

ρ2
aφ,φ + az,z

rotace: b = ∇× a

bρ =
1

ρ
(az,φ − aφ,z) bρ̂ =

1

ρ
aẑ,φ − aφ̂,z bρ =

1

ρ
az,φ − ρ aφ,z

bφ = ρ (aρ,z − az,ρ) bφ̂ = aρ̂,z − aẑ,ρ bφ =
1

ρ
(aρ,z − az,ρ)

bz =
1

ρ
(aφ,ρ − aρ,φ) bẑ =

1

ρ
((ρ aφ̂),ρ − aρ̂,φ) bz =

1

ρ

(
(ρ2 aφ),ρ − aρ,φ

)
laplace:

∇2 f =
1

ρ
(ρ f,ρ),ρ +

1

ρ2
f,φφ + f,zz = f,ρρ +

1

ρ2
f,φφ + f,zz +

1

ρ
f,ρ





Sférické souřadnice (r, ϑ, φ)
Vztah ke kartézským souřadnicím:

x =r sinϑ cosφ r =
√

x2 + y2 + z2

y =r sinϑ sinφ ϑ =arctan

√
x2 + y2

z

z =r cosϑ φ =arctan
y

x

Metrika a objemový element:

q = dr dr + r2 dϑdϑ+ r2 sin2 ϑ dφdφ dV = r2 sinϑ dr dϑ dφ

Laméovy koeficienty:

hr = 1 , hϑ = r , hφ = r sinϑ

Triáda (normovaná báze):

er̂ =
∂

∂r
eϑ̂ =

1

r

∂

∂ϑ
eφ̂ =

1

r sinϑ

∂

∂φ

er̂ = dr eϑ̂ = r dϑ eφ̂ = r sinϑ dφ

Vztah souřadnic tenzorů (různé druhy indexů):

ar = ar̂ = ar̂ = ar

r aϑ = aϑ̂ = aϑ̂ =
1

r
aϑ

r sinϑ aφ = aφ̂ = aφ̂ =
1

r sinϑ
aφ

Vektorové násobení a antisymetrický tenzor:

ϵ = r2 sinϑ dr ∧ dϑ ∧ dφ

ϵrϑφ = r2 sinϑ ϵr̂ϑ̂φ̂ = 1 ϵrϑφ =
1

r2 sinϑ

ϵrϑφ = r2 sinϑ ϵϑφr = sinϑ ϵφrϑ =
1

sinϑ

c = a× b

cr = r2 sinϑ (aϑbφ − aφbϑ) cϑ = sinϑ (aφbr − arbφ) cφ =
1

sinϑ
(arbϑ − aϑbr)



Vztah sférických a kartézských bází vektorů a forem

ex̂ = sinϑ cosφ er̂ + cosϑ cosφ eϑ̂ − sinφ eφ̂ =
x

r
er̂ +

z

r

x√
x2 + y2

eϑ̂ −
y√

x2 + y2
eφ̂

eŷ = sinϑ sinφ er̂ + cosϑ sinφ eϑ̂ + cosφ eφ̂ =
y

r
er̂ +

z

r

y√
x2 + y2

eϑ̂ +
x√

x2 + y2
eφ̂

eẑ = cosϑ er̂ − sinϑ eϑ̂ =
z

r
er̂ −

√
x2 + y2

r
eϑ̂

er̂ =
1√

x2 + y2 + z2
(x ex̂ + y eŷ + z eẑ) = sinϑ cosφ ex̂ + sinϑ sinφ eŷ + cosϑ eẑ

eϑ̂ =
z√

x2 + y2 + z2

(
x√

x2 + y2
ex̂ +

y√
x2 + y2

eŷ −
√

x2 + y2

z
eẑ

)
= cosϑ cosφ ex̂ + cosϑ sinφ eŷ − sinϑ eẑ

eφ̂ = − y√
x2 + y2

ex̂ +
x√

x2 + y2
eŷ = − sinφ ex̂ + cosφ eŷ

∂

∂x
= sinϑ cosφ

∂

∂r
+

cosϑ cosφ

r

∂

∂ϑ
− sinφ

r sinϑ

∂

∂φ
=

x

r

∂

∂r
+

z

r2
x√

x2 + y2
∂

∂ϑ
− y

x2 + y2
∂

∂φ

∂

∂y
= sinϑ sinφ

∂

∂r
+

cosϑ sinφ

r

∂

∂ϑ
+

cosφ

r sinϑ

∂

∂φ
=

y

r

∂

∂r
+

z

r2
y√

x2 + y2
∂

∂ϑ
+

x

x2 + y2
∂

∂φ

∂

∂z
= cosϑ

∂

∂r
− sinϑ

r

∂

∂ϑ
=

z

r

∂

∂r
−
√

x2 + y2

r2
∂

∂ϑ

∂

∂r
=

1√
x2 + y2 + z2

(
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z

)
= sinϑ cosφ

∂

∂x
+ sinϑ sinφ

∂

∂y
+ cosϑ

∂

∂z

∂

∂ϑ
=

xz√
x2 + y2

∂

∂x
+

yz√
x2 + y2

∂

∂y
−
√

x2 + y2
∂

∂z
= r cosϑ cosφ

∂

∂x
+ r cosϑ sinφ

∂

∂y
− r sinϑ

∂

∂z

∂

∂φ
= −y

∂

∂x
+ x

∂

∂y
= −r sinϑ sinφ

∂

∂x
+ r sinϑ cosφ

∂

∂y

dx = sinϑ cosφdr + r cosϑ cosφdϑ− r sinϑ sinφdφ =
x

r
dr +

xz√
x2 + y2

dϑ− y dφ

dy = sinϑ sinφdr + r cosϑ sinφdϑ+ r sinϑ cosφdφ =
y

r
dr +

yz√
x2 + y2

dϑ+ xdφ

dz = cosϑdr − r sinϑdϑ =
z

r
dr −

√
x2 + y2 dϑ

dr =
1√

x2 + y2 + z2
(xdx+ y dy + z dz) = sinϑ cosφdx+ sinϑ sinφdy + cosϑdz

dϑ =
1

x2 + y2 + z2

(
xz√

x2 + y2
dx+

yz√
x2 + y2

dy −
√

x2 + y2 dz

)
=

1

r
(cosϑ cosφdx+ cosϑ sinφdy − sinϑdz)

dφ =
1

x2 + y2
(−y dx+ xdy) =

1

r sinϑ
(− sinφdx+ cosφdy)



Derivace bázových vektorů a forem

∇er̂ =
1

r
eϑ̂ eϑ̂ +

1

r
eφ̂ eφ̂ ∇ · er̂ =

2

r
∇× er̂ = 0

∇eϑ̂ = −1

r
eϑ̂ er̂ +

1

r
cotϑ eφ̂ eφ̂ ∇ · eϑ̂ =

1

r
cotϑ ∇× eϑ̂ =

1

r
eφ̂

∇eφ̂ = −1

r
eφ̂ er̂ −

1

r
cotϑ eφ̂ eϑ̂ ∇ · eφ̂ = 0 ∇× eφ̂ = −1

r
eϑ̂ +

1

r
cotϑ er̂

∇ ∂

∂r
=

1

r
dϑ

∂

∂ϑ
+

1

r
dφ

∂

∂φ
∇ · ∂

∂r
=

2

r
∇× ∂

∂r
= 0

∇ ∂

∂ϑ
= −r dϑ

∂

∂r
+

1

r
dr

∂

∂ϑ
+ cotϑdφ

∂

∂φ
∇ · ∂

∂ϑ
= cotϑ ∇× ∂

∂ϑ
=

2

r sinϑ

∂

∂φ

∇ ∂

∂φ
=

1

r
dr

∂

∂φ
+ cotϑdϑ

∂

∂φ
− r sin2 ϑdφ

∂

∂r
− sinϑ cosϑdφ

∂

∂ϑ

∇ · ∂

∂φ
= 0 ∇× ∂

∂φ
= −2

r
sinϑ

∂

∂ϑ
+ 2 cosϑ

∂

∂r

∇dr = r dϑdϑ+ r sin2 ϑ dφdφ ∇2 r =
2

r

∇dϑ = −1

r
(dr dϑ+ dϑdr) + sinϑ cosϑdφdφ ∇2 ϑ =

1

r2
cotϑ

∇dφ = −1

r
(dr dφ+ dφdr)− cotϑ(dϑdφ+ dφdϑ) ∇2 φ = 0

Souřadnice kovariantní derivace

ak ;m = ak,m + Γ k
mna

n , an;m = an,m − Γ k
mnak

Γ r
ϑϑ = −r Γ ϑ

rϑ = Γ ϑ
ϑr =

1

r
Γ φ
rφ = Γ φ

φr =
1

r
Γ r
φφ = −r sin2 ϑ Γ ϑ

φφ = − sinϑ cosϑ Γ φ
ϑφ = Γ φ

φϑ = cotϑ

ostatní Γ-koeficienty jsou nulové



Operátory ve sférických souřadnicích

gradient skaláru: a = df = ∇f

ar = f,r ar̂ = f,r ar = f,r

aϑ = f,ϑ aϑ̂ =
1

r
f,ϑ aϑ =

1

r2
f,ϑ

aφ = f,φ aφ̂ =
1

r sinϑ
f,φ aφ =

1

r2 sin2 ϑ
f,φ

divergence: f = ∇ · a

f =
1

r2
(r2 ar),r +

1

sinϑ
(sinϑ aϑ),ϑ + aφ,φ

=
1

r2
(r2 ar̂),r +

1

r sinϑ
(sinϑ aϑ̂),ϑ +

1

r sinϑ
aφ̂,φ

=
1

r2
(r2 ar),r +

1

r2 sinϑ
(sinϑ aϑ),ϑ +

1

r2 sin2 ϑ
aφ,φ

rotace: b = ∇× a

br =
1

r2 sinϑ
(aφ,ϑ − aϑ,φ) br̂ =

1

r sinϑ
(sinϑ aφ̂),ϑ − aϑ̂,φ br =

1

sinϑ
((sin2 ϑ aφ),ϑ − aϑ,φ)

bϑ =
1

sinϑ
(ar,φ − aφ,r) bϑ̂ =

1

r

(
1

sinϑ
ar̂,φ − (r aφ̂),r

)
bϑ =

1

r2 sinϑ
ar,φ − 1

r2
(r2 aφ),r)

bφ = sinϑ (aϑ,r − ar,ϑ) bφ̂ =
1

r
((r aϑ̂),r − ar̂,ϑ) bφ =

1

r2 sinϑ

(
(r2 aϑ),r − ar,ϑ

)
laplace:

∇2 f =
1

r2
(r2 f,r),r +

1

r2 sinϑ
(sinϑ f,ϑ),ϑ +

1

r2 sin2 ϑ
f,φφ

= f,rr +
1

r2
f,ϑϑ +

1

r2 sin2 ϑ
f,φφ +

2

r
f,r +

cotϑ

r2
f,ϑ
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