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Motivace
Motivace pro zavedeni distribuci

o Matematicky popis rozlozeni nabojové hustoty bodového
naboje nebo hustoty hmotného bodu

o Charakterizace zdrojt indukovanych nespojitosti fyzikalnich
poli (napf. elektrické intenzity)

@ Potfebné ve fomalnim popisu i v dalsich disciplinach, napft.
kvantové mechanice

Ve skute€nosti sice neexistuji presné bodové naboje atd., ale tyto
koncepty predstavuji velmi uzitecnou idealizaci, ze které lze vyvodit
zavéry aplikovatelné na sirokeé tridy realnych situaci. Navic jsou
vypocty v téchto idealizovanych modelech snadnéjsi.
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Problém a jeho Feseni
Problém a jeho reseni

PROBLEM: Nabojova hustota p(x) bodového naboje velikosti g
umisténého v x = 0 by méla splhovat:

@ p=0prox#0

o [% pdx=gq
Pokud by mélo jit o Lebesguetiv integral, musi vyjit nula, protoze
p(x) je skoro viude nulova (tedy nulova az na mnozinu miry nula).

J
Tedy p(x) bodového naboje nemiize byt funkce.

FYZIKALNI RESENI: Definovat p(x) jako limitu uréité tridy
posloupnosti funkci (viz. elektrodynamika - limita nulového
poloméru homogenné nabité koule) a manipulovat pouze s témito
posloupnostmi. Casto pracné a nejednoznaéné s ohledem na ifi
takové tfidy posloupnosti.
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Priklady limit (¢ — 0) vedoucich ke kyzenému vysledku.
Zaménou € — % zaroveh mame zminéné posloupnosti.
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Zdroj: https://mathworld.wolfram.com/DeltaFunction.html
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https://mathworld.wolfram.com/DeltaFunction.html

Distribuce v jedné dimenzi Problém a jeho FeSeni

MATEMATICKE RESENI
Definovat novy objekt - distribuci (zobecnénou funkci)

@ mimo jiné budou distribucemi vysledky vyse zminénych limit
e voditkem jsou integralni vlastnosti a fyzikalni pouziti Diracovy
distribuce (0-funkce) typu

/5()() h(x)dx = h(0)
kdy funkci h(x) pfifazujeme Eislo - jeji hodnotu v pocatku

1950 - Laurent Schwartz ziskava Fieldsovu medaily za formalni
teorii distribuci jako objektt pFifazujicich funkcim cisla

(je také autorem vyborné knihy o distribucich:
L. Schwartz: Matematické metody ve fyzice, SNTL, Praha 1972)
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https://cs.wikipedia.org/wiki/Diracovo_delta
https://cs.wikipedia.org/wiki/Diracovo_delta
https://cs.wikipedia.org/wiki/Laurent_Schwartz
http://tiny.cc/x3o6lz

Formalismus
Formalismus

DISTRIBUCE: Spojity linearni funkcional na prostoru vhodnych

testovacich funkci

Prostor testovacich funkci - D
Odpovidajici prostor distribuci - D’
TeD,¢peD = T:D—R

Notace: T(¢) = (T, ¢) = realné cislo

@ Spojitost: ¢, 2> o = T(¢n) Lt T(9)
o Linearita:  T(a¢1 + bpo) = aT(¢1) + bT(¢2)
proa,bce R, 910 €D
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Distribuce v jedné dimenzi Formalismus

distribuce jsou tedy nekone¢né rozmérnym zobecnénim

dualnich vektort z konecné dimenze (misto na vektorech v/
piisobi na ¢* = ¢(x)) - pasobeni uz ale nelze vzdy vyjadrit
pomoci skalarniho soucinu (na funkcich daného integralem)

W=avi=Y v w. T0)=T" = [ T

kratké motivaéni video z MIT s vysvétlenim pouziti distribuci
mimo fyziku

https://www.youtube.com /watch?v=ECslmuGlu-U

D Casto prostor hladkych funkci na R s kompaktnim nosi¢em
priklady dalSich prostorii testovacich funkci a odpovidajicich
ditribuci véetné jejich zakladnich vlastnosti naleznete v
utf.mff.cuni.cz/vyuka/NOFY070/materialy/distribuce/distribucelD.pdf
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https://www.youtube.com/watch?v=ECslmuGlu-U
https://utf.mff.cuni.cz/vyuka/NOFY070/materialy/distribuce/distribuce1D.pdf

Distribuce v jedné dimenzi Formalismus

o volba vymezuje velikost prostoru

Prostor testovacich funkei D se muze volit podle potieby a
stribuci. Obvyklé volby jsou:

D' distribuce
D prostor hladkyeh funkef s kompaktnim nosi¢em
D' prostor distribuei s neomezenym risteimn
D ={g:pel™  suppgp je kompaktni}
Do o - ) Kk
on B = K kompakini Vo suppg, © K ¥k @l =2 )
&'~ temperované distribuce

& prostor rychle klesajicich hladkych funket
&' prostor distribuci s pomalym ristem, tzv. temperované distribuce

() omezena}

R
o] it () = [a] ™ o)

on Do = Vhm

&'~ distribuce s kompaktnim nosicem

1 funkei bez omezeni na st

& prostor hlad]

&' prostor distribuci s kompaktnim nosicem

E={p:peCc™})
e . R
059 = VK kompaktni ¥k ol 5 o
Poznamenejme, Ze prostor kvadraticky integrovatelnych
funkei £? tvofi Hilbertiv prostor a lze proto ztotoznit se svym

vlastnim dudlem, £ = £2.
Tyto prostory jsou v nasledujicim vatahn:

husts | husts

Dcs8cég, &cdcD,

busts | busté

D'CSCLcScr.

Dile budeme hlavné uvazovat obeené distribuce z ', Prostor
temperovanych distribuei &' je dulezity v teorii Fourierovy
transformace.
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Distribuce v jedné dimenzi Formalismus

@ Rovnost distribuci
2T, < ¥%eD (T10)=(T20)
@ Rovnost distribuci na oblasti Q
2T, < VoeD, supp(¢) €Q (Th,6) = (To, )
@ Nosic distribuce

aupp(T) =R\ J 2
o120

@ Konvergence distribuci

T BT < VoeD (Too)— (T 0)

9 /17



Priklady distribuci na D a operaci s nimi
Priklady distribuci na D a operaci s nimi

e Diracova distribuce (d-funkce)

(0,9) = ¢(0)
odpovida fyzikalnimu zapisu [ §(x)¢p(x)dx
@ posunuta d-funkce
(02, 0) = (6(x — a), ¢(x)) = ¥(a)

o Regularni distribuce T¢ - generovana lokalné integrabilni
funkci f € Ljpc(R)

(Tro0) = [ 0

Heavisideova (skokova) funkce © generuje distribuci Tg
(€asto se zjednodusené pise Tg = ©O)

(To,d) = / o
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Distribuce v jedné dimenzi Priklady distribuci na D a operaci s nimi

e Derivace distribuci
Motivace: (!!! ¢ ma kompaktni nosi¢, tedy ¢(£o0) =0 !lI)

(M) = [ re0badx = [1(9000] ™~ [ fx0ax =

— 00 —00

== [ e 00ax = (Tr.)

DEFINICE DERIVACE
<T/a¢> = _<T7 ¢,>

e .0 D D ,
@ v ramci distribuci plati T, = ©' = §, nebot

(To d) = (&) = =(8,¢') = = /OO ¢'(x)dx =

0
= —[e(x)] = 6(0) = (5.9)
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Priklady distribuci na D a operaci s nimi

o derivace 0-funkce
<5/7 ¢> = _<57 ¢/> = _¢/(0)
<6/I’¢> — _<6/’¢/> — (5’ d)”> — ¢//(0)

(01, ¢) = (=1)" ¢\"(0)
@ nasobeni hladkou funkci definujeme (f¢ je automaticky s
kompaktnim nosicem)

(fT,¢) =(T,f¢)
o pak napriklad (£5,¢) = (5, f¢) = F(0)$(0) = £ Z £(0)¢
(fo',0) = (0, f) = —(3,f'¢+ f¢') = —F'(0)p(0) — £(0)¢'(0)

= &2 _F(0)5 + £(0)
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Priklady distribuci na D a operaci s nimi
Derivace funkce nehladké v x =0

Mé&jme
f(x) = F-(x)0(=x) + f(x)O(x) ,
kde fi jsou hladké.

Oznacme

[f]=£:(0) = £-(0)  fU(x) = £L(x)0(~x) + fL(x)O(x)
Potom lIze distribu¢ni derivace zapsat takto

F'(x) = FU(x) + F- () {0} + Fr(x){8} = ' = FT 1 [f]o

F = T 1710+ [F1]6
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Distribuce v jedné dimenzi Priklady distribuci na D a operaci s nimi

o feseni distribuéni rovnice xT 2 0 (kde (0,¢) =0 V¢ € D)
xTE20 & TEc ceRr

0= (xT,¢) =(T,x¢)

zvolme pevné w € D,w(0) = 1, pak Ize provést rozklad
Vipe D FpeD: P(x)=x¢(x)+ ¥(0)w(x)

(T, ¢) =(T,x¢ +¥(0)w) = (T, x¢) + (0)(T,w)
oznatme (T,w) = c € R, pak (T, ¢) = cyp(0) = c(d,v)

D/
=T=c
"<" je zjevné, zkuste si
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Priklady distribuci na D a operaci s nimi
o distribu¢ni logaritmus In |x| definujeme
: 1
(limeso [T In(x)dx = =1 = In|x| € Lioc(R))

(nixl. o) = [ inlx| () x

@ hlavni hodnotu (principal value) Pv% definujeme

Lo o(x)
(v .00} = lim | L

e plati (In|x|) z Pv i nebot
((nx])’; d(x)) = —(In|x], ¢ (x)) = —/_OO In [x] ¢ (x) dx = %

rozdélme integral na dvé casti f_ooo + fooo a zkoumejme druhou

/0 In|x| ¢'(x)dx = eI|_r:10/E In |x| ¢'(x)dx =
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Distribuce v jedné dimenzi Priklady distribuci na D a operaci s nimi

(pouzijeme per partes)

(e [

vyuzitim hladkosti a kompaktnosti ¢ dostavame

iy (inteo(0) - [~ # ax)

druha &ast integralu bude obsahovat stejny prvni ¢len, ale s
opacnym znaménkem, po jejich odecteni budeme mit

* = lim </_:¢E(X)dx+/:o¢ix)dx> :<Pv;¢(x)>

Q.E.D.
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Distribuce v jedné dimenzi Priklady distribuci na D a operaci s nimi

@ substituce v distribuci x — y = g(x), g lokalné prosta
uvnit¥ obrazu nosice distribuce prostiednictvim “g—1"
(motivace reg. distribucemi)

dy

= x)o(x)dx = -1 T —IroN
(Trie) ) _/Rf(g( ))B(x)d /Rf(y)cb(g (y))|g,(g71(y))|

¢(g™) >
= (T(g)¢)=(T, 2 L
(@0 = (T S
@ specialné pro d-funkci (suma pres nulové body funkce g)

Gy = Y Aa)

/ .
a,g(a,)=0 ‘g (al)‘

1
tedy d(g)= D, o0(x—a)
2 Tga)
I'g(al)_o
zkuste pouzit pro g(x) = x> — a°
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