
Cylindrické souřadnice (ρ, φ, z)

Vztah ke kartézským souřadnicím:

x = ρ cosφ ρ =
√
x2 + y2

y = ρ sinφ φ = arctan
y

x
z = z z = z

Metrika a objemový element:

q = dρdρ+ ρ2 dφdφ+ dz dz dV = ρ dρ dφ dz

Laméovy koeficienty:

hρ = 1 hφ = ρ hz = 1

Triáda (normovaná báze):

eρ =
∂

∂ρ
eφ =

1

ρ

∂

∂φ
ez =

∂

∂z

eρ = dρ eφ = ρdφ ez = dz

Vztah cylindrických a kartézských bází vektorů

ex = cosφ eρ − sinφ eφ=
x√

x2 + y2
eρ −

y√
x2 + y2

eφ

ey = sinφ eρ + cosφ eφ=
y√

x2 + y2
eρ +

x√
x2 + y2

eφ

ez = ez

eρ =
x√

x2 + y2
ex +

y√
x2 + y2

ey= cosφ ex + sinφ ey

eφ = − y√
x2 + y2

ex +
x√

x2 + y2
ey= − sinφ ex + cosφ ey

ez = ez
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Derivace bázových vektorů a forem

∇eρ =
1

ρ
eφ eφ ∇ · eρ =

1

ρ
∇× eρ = 0

∇eφ = −1

ρ
eφ eρ ∇ · eφ = 0 ∇× eφ =

1

ρ
ez

∇ez = 0 ∇ · ez = 0 ∇× ez = 0

Operátory v cylindrických souřadnicích

gradient skaláru: a = df = ∇f

aρ = f,ρ aφ =
1

ρ
f,φa

φ az = f,z

divergence: f = ∇ · a

f =
1

ρ
(ρ aρ),ρ +

1

ρ
aφ,φ + az,z

rotace: b = ∇× a

bρ =
1

ρ
az,φ − aφ,z bφ = aρ,z − az,ρ bz =

1

ρ
((ρ aφ),ρ − aρ,φ)

laplace:

∇2 f =
1

ρ
(ρ f,ρ),ρ +

1

ρ2
f,φφ + f,zz = f,ρρ +

1

ρ2
f,φφ + f,zz +

1

ρ
f,ρ
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Sférické souřadnice (r, ϑ, φ)

Vztah ke kartézským souřadnicím:

x = r sinϑ cosφ r =
√
x2 + y2 + z2

y = r sinϑ sinφ ϑ = arctan

√
x2 + y2

z

z = r cosϑ φ = arctan
y

x
ρ = r sinϑ x = ρ cosφ y = ρ sinφ

Metrika a objemový element:

q = dr dr + r2 dϑdϑ+ r2 sin2 ϑ dφdφ dV = r2 sinϑ dr dϑ dφ

Laméovy koeficienty:

hr = 1 hϑ = r hφ = r sinϑ

Triáda (normovaná báze):

er =
∂

∂r
eϑ =

1

r

∂

∂ϑ
eφ =

1

r sinϑ

∂

∂φ

er = dr eϑ = r dϑ eφ = r sinϑ dφ

Vztah sférických a kartézských bází vektorů

ex = sinϑ cosφ er + cosϑ cosφ eϑ − sinφ eφ=
x

r
er +

z

r

x√
x2 + y2

eϑ −
y√

x2 + y2
eφ

ey = sinϑ sinφ er + cosϑ sinφ eϑ + cosφ eφ=
y

r
er +

z

r

y√
x2 + y2

eϑ +
x√

x2 + y2
eφ

ez = cosϑ er − sinϑ eϑ=
z

r
er −

√
x2 + y2

r
eϑ

er =
1√

x2 + y2 + z2
(x ex + y ey + z ez) = sinϑ cosφ ex + sinϑ sinφ ey + cosϑ ez

eϑ =
z√

x2 + y2 + z2

(
x√

x2 + y2
ex +

y√
x2 + y2

ey −
√
x2 + y2

z
ez

)
= cosϑ cosφ ex + cosϑ sinφ ey − sinϑ ez

eφ = − y√
x2 + y2

ex +
x√

x2 + y2
ey= − sinφ ex + cosφ ey
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Derivace bázových vektorů a forem

∇er =
1

r
eϑ eϑ +

1

r
eφ eφ ∇ · er =

2

r
∇× er = 0

∇eϑ = −1

r
eϑ er +

1

r
cotϑ eφ eφ ∇ · eϑ =

1

r
cotϑ ∇× eϑ =

1

r
eφ

∇eφ = −1

r
eφ er −

1

r
cotϑ eφ eϑ ∇ · eφ = 0 ∇× eφ = −1

r
eϑ +

1

r
cotϑ er

Operátory ve sférických souřadnicích

gradient skaláru: a = df = ∇f

ar = f,r aϑ =
1

r
f,ϑ aφ =

1

r sinϑ
f,φ

divergence: f = ∇ · a

f =
1

r2
(r2 ar),r +

1

r sinϑ
(sinϑ aϑ),ϑ +

1

r sinϑ
aφ,φ

rotace: b = ∇× a

br =
1

r sinϑ
(sinϑ aφ),ϑ − aϑ,φ bϑ =

1

r

(
1

sinϑ
ar,φ − (r aφ),r

)
bφ =

1

r
((r aϑ),r − ar,ϑ)

laplace:

∇2 f =
1

r2
(r2 f,r),r +

1

r2 sinϑ
(sinϑ f,ϑ),ϑ +

1

r2 sin2 ϑ
f,φφ

= f,rr +
1

r2
f,ϑϑ +

1

r2 sin2 ϑ
f,φφ +

2

r
f,r +

cotϑ

r2
f,ϑ
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Protáhlé elipsoidální souřadnice
Hodnoty souřadnic:

η ∈ R+ ψ ∈
(
0, π
)

c ∈ (1,∞) v ∈ (−1, 1)

Vztah ke kartézským souřadnicím:

x = ℓ sinh η sinψ cosφ =
√
c2 − ℓ2

√
1− v2 cosφ

y = ℓ sinh η sinψ sinφ =
√
c2 − ℓ2

√
1− v2 sinφ

z = ℓ cosh η cosψ = c v

cosh η=
c

ℓ
=

√
σ2+r2+ℓ2√

2 ℓ
=

√
ρ2+(z+ℓ)2 +

√
ρ2+(z−ℓ)2

2 ℓ
sinh η=

√
c2−ℓ2
ℓ

=

√
σ2+r2−ℓ2√

2 ℓ

cosψ=v=

√
2 z√

σ2+r2+ℓ2
=

√
ρ2+(z+ℓ)2 −

√
ρ2+(z−ℓ)2

2 ℓ
sinψ=

√
1−v2=

√
σ2−r2+ℓ2√

2 ℓ

tanφ =
y

x
x = ρ cosφ y = ρ sinφ

pomocné funkce:

ρ2 = x2 + y2 = ℓ2 sinh2 η sin2 ψ = (c2 − ℓ2) (1− v2)

r2 = ρ2 + z2 = ℓ2
(
cosh2η − sin2ψ

)
= ℓ2

(
sinh2η + cos2ψ

)
= c2 + ℓ2v2 − ℓ2

σ2 =
√
ρ2+(z+ℓ)2

√
ρ2+(z−ℓ)2 =

√
(r2−ℓ2)2+4ℓ2ρ2 =

√
(r2+ℓ2)2−4ℓ2z2

= ℓ2
(
cosh2η − cos2ψ

)
= ℓ2

(
sinh2η + sin2ψ

)
= c2 − ℓ2v2

Metrika a objemový element:

q = σ2 dη dη + σ2 dψ dψ + ρ2 dφdφ

=
c2 − ℓ2v2

c2 − ℓ2
dcdc+

c2 − ℓ2v2

1− v2
dv dv + (c2 − ℓ2) (1− v2) dφdφ

dV = ρσ2 dη dψ dφ = (c2 − ℓ2v2) dc dv dφ

Laméovy koeficienty:

hη = σ hψ = σ hφ = ρ

h2c =
c2 − ℓ2v2

c2 − ℓ2
h2v =

c2 − ℓ2v2

1− v2
h2φ = (c2 − ℓ2) (1− v2)

Vztah eliptických a kartézských bází vektorů:

ex = cosφ
(
cosα eψ + sinα eη

)
− sinφ eφ eη = ec = cosα ez + sinα

(
cosφ ex + sinφ ey

)
ey = sinφ

(
cosα eψ + sinα eη

)
+ cosφ eφ −eψ = ev = sinα ez − cosα

(
cosφ ex + sinφ ey

)
ez = − sinα eψ + cosα eη eφ = − sinφ ex + cosφ ey

kde sinα =
ℓ

σ
cosh η sinψ =

c
√
1− v2√

c2 − ℓ2v2
=
ρ

σ

√
σ2 + r2 + ℓ2

σ2 + r2 − ℓ2

cosα =
ℓ

σ
sinh η cosψ =

v
√
c2 − ℓ2√

c2 − ℓ2v2
=
z

σ

√
σ2 + r2 − ℓ2

σ2 + r2 + ℓ2
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Derivace bázových vektorů a forem:

∇eη =
1

σ
coth η eφ eφ −

ℓ2

σ3
sinψ cosψ eη eψ +

ℓ2

σ3
sinh η cosh η eψ eψ

∇eψ =
1

σ
cotψ eφ eφ −

ℓ2

σ3
sinh η cosh η eψ eη +

ℓ2

σ3
sinψ cosψ eη eη

∇eφ = − 1

σ
coth η eφ eη −

1

σ
cotψ eφ eψ

∇ · eη =
ℓ2

σ3
coth η

(
2 sinh2 η + sin2 ψ

)
= ∇ · ec =

c (2c2 − ℓ2v2 − ℓ2)

σ3
√
c2−ℓ2

∇ · eψ =
ℓ2

σ3
cotψ

(
sinh2 η + 2 sin2 ψ

)
= −∇ · ev =

v (c2 − 2ℓ2v2 + ℓ2)

σ3
√
1−v2

∇ · eφ = 0 = ∇ · eφ = 0

∇× eη = − ℓ2

σ3
sinψ cosψ eφ = ∇× ec = −ℓ

2 v
√
1−v2
σ3

eφ

∇× eψ =
ℓ2

σ3
sinh η cosh η eφ = −∇× ev =

c
√
c2−ℓ2
σ3

eφ

∇× eφ =
1

σ
cotψ eη −

1

σ
coth η eψ = ∇× eφ =

1

σ

( v√
1−v2

ec+
c√
c2−ℓ2

ev

)
Operátory v eliptických souřadnicích:

gradient skaláru: a = df = ∇f

aη=ac=
1

σ
f,η=

√
c2 − ℓ2

σ
f,c aψ=−av=

1

σ
f,ψ=−

√
1− v2

σ
f,v aφ=

1

ρ
f,φ=

1√
c2−ℓ2

√
1−v2

f,φ

divergence: f = ∇ · a

f=
1

σ
aη,η+

1

σ
aψ,ψ+

1

ρ
aφ,φ+

ℓ2

σ3
coth η

(
2 sinh2 η+sin2 ψ

)
aη+

ℓ2

σ3
cotψ

(
sinh2 η+2 sin2 ψ

)
aψ

=

√
c2−ℓ2
σ

ac,c+

√
1−v2
σ

av,v+
1√

c2−ℓ2
√
1−v2

aφ,φ+
c (2c2−ℓ2v2−ℓ2)
σ3
√
c2−ℓ2

ac+
v (c2−2ℓ2v2+ℓ2)

σ3
√
1−v2

av

rotace: b = ∇× a

bη =
1

σ
aφ,ψ − 1

ρ
aψ,φ +

cotψ

σ
aφ = bc =

1√
c2−ℓ2

√
1−v2

av,φ −
√
1−v2
σ

aφ,v +
v

σ
√
1−v2

aφ

bψ =
1

ρ
aη,φ −

1

σ
aφ,η −

coth η

σ
aφ = −bv =

1√
c2−ℓ2

√
1−v2

ac,φ −
√
c2−ℓ2
σ

aφ,c −
c

σ
√
c2−ℓ2

aφ

bφ =
1

σ

(
aψ,η − aη,ψ

)
+
ℓ2

σ3

(
cosh η sinh η aψ − cosψ sinψ aη

)
= bφ =

√
1−v2
σ

ac,v −
√
c2−ℓ2
σ

av,c −
c
√
c2−ℓ2
σ3

av −
ℓ2v

√
1−v2
σ3

ac

laplace:
∇2 f =

1

σ2
f,ηη +

1

σ2
f,ψψ +

1

ρ2
f,φφ +

1

σ2

(
coth η f,η + cotψf,ψ

)
=
c2−ℓ2

σ2
f,cc +

1−v2

σ2
f,vv +

1

(c2−ℓ2)(1−v2)
f,φφ +

2

σ2

(
c f,c − v f,v

)
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Oblé elipsoidální souřadnice
Hodnoty souřadnic:

η ∈ R+ ψ ∈
(
0, π
)

s ∈ R+ u ∈ (−1, 1)

Vztah ke kartézským souřadnicím:

x = ℓ cosh η sinψ cosφ =
√
s2 + ℓ2

√
1− u2 cosφ

y = ℓ cosh η sinψ sinφ =
√
s2 + ℓ2

√
1− u2 sinφ

z = ℓ sinh η cosψ = s u

cosh η=

√
s2+ℓ2

ℓ
=

√
r2+σ2+ℓ2√

2 ℓ
=

√
z2+(ρ+ℓ)2 +

√
z2+(ρ−ℓ)2

2 ℓ
sinh η=

s

ℓ
=

√
r2+σ2−ℓ2√

2 ℓ

sinψ=
√
1−u2=

√
r2−σ2+ℓ2√

2 ℓ
=

√
z2+(ρ+ℓ)2 −

√
z2+(ρ−ℓ)2

2 ℓ
cosψ=u=

√
2 z√

σ2+r2−ℓ2

tanφ =
y

x
x = ρ cosφ y = ρ sinφ

pomocné funkce:

ρ2 = x2 + y2 = ℓ2 cosh2 η sin2 ψ = (s2 + ℓ2) (1− u2)

r2 = ρ2 + z2 = ℓ2
(
cosh2η − cos2ψ

)
= ℓ2

(
sinh2η + sin2ψ

)
= s2 − ℓ2u2 + ℓ2

σ2 =
√
z2+(ρ+ℓ)2

√
z2+(ρ−ℓ)2 =

√
(r2−ℓ2)2+4ℓ2z2 =

√
(r2+ℓ2)2−4ℓ2ρ2

= ℓ2
(
cosh2η − sin2ψ

)
= ℓ2

(
sinh2η + cos2ψ

)
= s2 + ℓ2u2

Metrika a objemový element:

q = σ2 dη dη + σ2 dψ dψ + ρ2 dφdφ

=
s2 + ℓ2u2

s+ℓ2
dsds+

s2 + ℓ2u2

1− u2
dudu+ (s2 + ℓ2) (1− u2) dφdφ

dV = ρσ2 dη dψ dφ = (s2 + ℓ2u2) ds du dφ

Laméovy koeficienty:

hη = σ hψ = σ hφ = ρ

h2s =
s2 + ℓ2u2

s2 + ℓ2
h2u =

s2 + ℓ2u2

1− u2
h2φ = (s2 + ℓ2) (1− u2)

Vztah eliptických a kartézských bází vektorů:

ex = cosφ
(
cosα eψ + sinα eη

)
− sinφ eφ eη = es = cosα ez + sinα

(
cosφ ex + sinφ ey

)
ey = sinφ

(
cosα eψ + sinα eη

)
+ cosφ eφ −eψ = eu = sinα ez − cosα

(
cosφ ex + sinφ ey

)
ez = − sinα eψ + cosα eη eφ = − sinφ ex + cosφ ey

kde sinα =
ℓ

σ
sinh η sinψ =

s
√
1− u2√

s2 + ℓ2u2
=
ρ

σ

√
σ2 + r2 − ℓ2

σ2 + r2 + ℓ2

cosα =
ℓ

σ
cosh η cosψ =

u
√
s2 + ℓ2√

s2 + ℓ2u2
=
z

σ

√
σ2 + r2 + ℓ2

σ2 + r2 − ℓ2
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Derivace bázových vektorů a forem:

∇eη =
1

σ
tanh η eφ eφ +

ℓ2

σ3
sinψ cosψ eη eψ +

ℓ2

σ3
sinh η cosh η eψ eψ

∇eψ =
1

σ
cotψ eφ eφ −

ℓ2

σ3
sinh η cosh η eψ eη −

ℓ2

σ3
sinψ cosψ eη eη

∇eφ = − 1

σ
tanh η eφ eη −

1

σ
cotψ eφ eψ

∇ · eη =
ℓ2

σ3
tanh η

(
2 cosh2 η − sin2 ψ

)
= ∇ · es =

s (2s2 + ℓ2u2 + ℓ2)

σ3
√
s2+ℓ2

∇ · eψ =
ℓ2

σ3
cotψ

(
cosh2 η − 2 sin2 ψ

)
= −∇ · eu =

u (s2 + 2ℓ2u2 − ℓ2)

σ3
√
1−u2

∇ · eφ = 0 = ∇ · eφ = 0

∇× eη =
ℓ2

σ3
sinψ cosψ eφ = ∇× es =

ℓ2 u
√
1−u2
σ3

eφ

∇× eψ =
ℓ2

σ3
sinh η cosh η eφ = −∇× eu =

s
√
s2+ℓ2

σ3
eφ

∇× eφ =
1

σ
cotψ eη −

1

σ
tanh η eψ = ∇× eφ =

1

σ

( u√
1−u2

es+
s√
s2+ℓ2

eu

)
Operátory v eliptických souřadnicích:

gradient skaláru: a = df = ∇f

aη=as=
1

σ
f,η=

√
s2 + ℓ2

σ
f,s aψ=−au=

1

σ
f,ψ=−

√
1− u2

σ
f,u aφ=

1

ρ
f,φ=

1√
s2+ℓ2

√
1−u2

f,φ

divergence: f = ∇ · a

f=
1

σ
aη,η+

1

σ
aψ,ψ+

1

ρ
aφ,φ+

ℓ2

σ3
tanh η

(
2 cosh2 η−sin2 ψ

)
aη+

ℓ2

σ3
cotψ

(
cosh2 η−2 sin2 ψ

)
aψ

=

√
s2+ℓ2

σ
as,s+

√
1−u2
σ

au,u+
1√

s2+ℓ2
√
1−u2

aφ,φ+
s (2s2 + ℓ2u2 + ℓ2)

σ3
√
s2+ℓ2

as+
u (s2 + 2ℓ2u2 − ℓ2)

σ3
√
1−u2

au

rotace: b = ∇× a

bη =
1

σ
aφ,ψ − 1

ρ
aψ,φ +

cotψ

σ
aφ = bs =

1√
s2+ℓ2

√
1−u2

au,φ −
√
1−u2
σ

aφ,u +
u

σ
√
1−u2

aφ

bψ =
1

ρ
aη,φ −

1

σ
aφ,η −

tanh η

σ
aφ = −bu =

1√
s2+ℓ2

√
1−u2

as,φ −
√
s2+ℓ2

σ
aφ,s −

s

σ
√
s2+ℓ2

aφ

bφ =
1

σ

(
aψ,η − aη,ψ

)
+
ℓ2

σ3

(
cosh η sinh η aψ + cosψ sinψ aη

)
= bφ =

√
1−u2
σ

as,u −
√
s2+ℓ2

σ
au,s +

ℓ2u
√
1−u2
σ3

as −
s
√
s2+ℓ2

σ3
au

laplace:
∇2 f =

1

σ2
f,ηη +

1

σ2
f,ψψ +

1

ρ2
f,φφ +

1

σ2

(
tanh η f,η + cotψf,ψ

)
=
s2+ℓ2

σ2
f,ss +

1−u2

σ2
f,uu +

1

(s2+ℓ2)(1−u2)
f,φφ +

2

σ2

(
s f,s − u f,u

)
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