Ortogonalni souradnice v E?

Euklidovska metrika v E* ma jak v kartézskych soufadnicich z, y tak v ortogonalnich sou-
fadnicich !, 22 diagonalni tvar

g = drxdx + dydy = h%l) dz'dat + hé) dz?da? .

Diagonélni elementy A1y a h) se nazyvaji Laméovy koeficienty.
Plosny element méa tvar

dS = dx dy = hayh dxt da? .

Pomoci Laméovych koeficientt lze zapsat nékteré diferencialni operatory v souradnicich
2!, 2%, Konkrétné:
gradient skalaru: a = V f
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divergence: f =V - a
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dvoudimenzionalni rotace: f =V X a

1
£ =i (), = (),

Laplacetuv operator:

VA= h(l)lh(g) ((ZS; f’1>,1 + (% f’2>,2>

Ve vSech vztazich jsou pouzity souradnice vektori vzhledem k normalizované bazi e, es.

Vztah k rota¢né symetrickym soufadnicim v E®

Vétsina ortogonalnich soufadnic v E? 1ze pouzit ke konstrukei rotaéné symetrickych ortogo-
nalnich souradnic v E? a to rotaci podél jedné z os. Necht z, y, z jsou kartézské souradnice v
E® a z je osa rotacni symetrie. Vzdalenost od osy ozna¢ime p a tihel okolo osy ¢. Rotacné sy-
metrické souradnice z!, 22, ¢ asociované s dvoudimenzionalnimi ortogonalnimi soufadnicemi

2!, 2% jsou dany vztahy

x = p(a', 2*) cos o,
y=p(z',2%)sing,
z = z(x', 2%) .
Zde funkéni zavislosti p(z', 2?) a z(x!, 2?) jsou dany vztahy souradnic z!, x* k dvoudimen-
ziondlnim kartézskym souradnicim p, z, zZené na polorovinu p > 0.
Euklidovska metrika v E*> mé pak tvar
g= dzdz+dydy+dzdz=dzdz+dpdp+p*dedp= h%l) dxldx1+h%2) dz?dz* 4+ p* dedyp .

Laméovy koeficienty pro rotacné symetrické souradnice z', 22, ¢ tedy jsou h(1y, heay, p-
Objemovy element mé tvar

v = h(l)h(g)p dl’l d$2 d(p .
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Polarni soufadnice v E?

v s

Jedna se o nejjednodussi ortogonalni souradnice (mimo soutadnic kartézskych). Souradnicové
¢ary jsou kruznice okolo spole¢ného pocatku a radidlni ¢ary jsou polopfimky.
Rotaci polarnich soufadnic se dostanou soutadnice sférickeé.

p = konst. © = konst.

hodnoty souradnic:
p e R+7 e <_7T77T>

pokrytéa oblast:
z,y€eR

transformad¢ni vztahy:

T = pCcosy p:w/:c2—|—y2

y = psing ¢ = arctan(y/x)

Laméovy koeficienty:

hip =1 hg=p
Soufadnice jsou regularni vSude
mimo pocatku a jedné polopiimky,
na které je nespojitd tthlova soufad-
nice .
Orientace popisek naznaCuje smér
rastu soufadnic.
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Hyperbolické souiadnice v E>

Jednéa se o souradny systém, jehoZ sourfadnicové ¢ary jsou hyperboly. Souradnice pokryvaji
b
polorovinu v E? a je otézkou znaménkové konvence, ktera polorovina se zvoli. Pro jednodu-

chost se omezime na volby x > 0 a y > 0.

Hyperbolické soufadnice jsou inverzni k soufadnicim parabolickym.
Rotaci hyperbolickych souradnic se dostanou soutadnice hyperboloiddlni (rotacné hyperbo-

lické).

N

DON

I\

hodnoty soufadnic:
K, A €ER

pokrytéa oblast:

varianta 1: z € RT, y € R
varianta 2: z € R, y € Rt

transformacni vztahy:

var. 1 \/ﬁ var. 2 >\
r = VVREH N4+ Kk =
VEZ+ A2 — Kk

var. 1 )\ var. 2
y = =" VVEZ+ A=K
\/\/m—l—/@'

1
o — §(m2—y2)

A=y

Laméovy koeficienty:
1

2V K2 + \2

Soutadnice jsou ‘konformné kartézské’ — oba Laméovy
koeficienty jsou shodné.

2 _ 12 .
hiey = iy =
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A = konst.
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varianta 2

Orientace popisek naznaCuje smér
rustu souradnic.
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Parabolické soufadnice v E?

Soutadny systém, jehoz soufadnicové ¢ary jsou paraboly. Souradnice pokryvaji celou rovinu
E? mimo jedné polopfimky, na které nejsou regularni. Je otazkou konvence, ktera polovina

osy ¥y se zvoli.

Parabolické souradnice jsou inverzni k soufadnicim hyperbolickym.
Rotaci parabolickych soufadnic se dostanou soutadnice paraboloiddlni (rotacéné parabolické).

3

/)

u = konst.

hodnoty soutadnic:

varianta 1: v € R, v € R
varianta 2: ©v € RT, v € R

pokrytéa oblast:
r,y€R

transformaé¢ni vztahy:

T = Uuv
1
y= 50 =)
uv va;Z / /—y2+x2+y

ar. 1 X
VVPE 22—y
Uvaél /\/m_yva;Z

i
VY ety

Laméovy koeficienty:

hw) = he) = Vu? +0?

Soutadnice jsou ‘konformné kartézské” — oba Laméovy
koeficienty jsou shodné.

7 ==

—

_—

v = konst.

Y

==o00 oo=0

v

varianta 2

Orientace popisek naznaCuje smér
rastu soufadnic.
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Eliptické souiadnice v E”

Tato skupina souradnic zahrnuje soutadné systémy, pro které ¢ary konstantni ‘radialni’ sou-
fadnice jsou elipsy s ohnisky = = £/, y = 0, a ¢ary konstantni ‘Ghlové’ soutradnice jsou hy-
perboly. Jednotlivé soufadné systémy se lisi volbou ‘thlové’ souradnice, odlisnou volbou
intervalii hodnot jednotlivych soutadnic, piipadné preskalovanim soufadnic.
‘radialni’ soutradnice: ‘ihlové’” souradnice:

7,8, C WP, P, u, v i\ /

s ={ sinhn &:z_w
¢ =/{ coshn 2 // \\

u = cost) = sine)

v = siny = cos B
1, s, ¢ = konst. Y, 1, u, v = konst.

V grafech nize budou singularni body jednotlivych soufadnych systému vyznaceny tlustou
¢arou. Orientace popisek naznacuje smér ristu soutradnic.
V kontextu eliptickych souradnic zavedeme pomocné funkce r a o:

r? = o? 4y 2(° + ) = (1" + (x +0°) + (" + (@ = 0)°)

o = /(22 +y2)2 +202(y2 — 22) + 04 = /2 + (2 + 02 /Y2 + (v — ()2
- \/(:1:2 g2 — (2)2 4 4022 = \/(x2 + 2 + (2)2 — 40222
V2V + 2+ 2 = /2 + (@ + 02+ /y* + (v — ()2

Protahlé eliptické souradnice

Privlastek “protahlé” naznacuje, ze takto zavedené souradnice lze vyuzit ke konstrukei pro-
tahlyjch elipsoiddlnich souiadnic v E® a to rotaci okolo osy z. Plochy konstantni ‘radialni’
soufadnice protahlych elipsoidalnich soutradnic tvori protahlé rotacni elipsoidy.

souradnice 7, ¥

hodnoty soufadnic: n € RY, ¢ € (—m, )
pokryté oblast: x, y € R
transformac¢ni vztahy:

x = { coshn cos) y = ¢ sinhn sin

VAT V2y
V2l Ny

COSh'I]IT COSQ/J:\/W

sinhn = sinty) =

S touto volbou intervali hodnot je
soufadnice 7 singularnf na intervalu

Laméovy koeficienty: x € (—¢,£) a soufadnice v na inter-

hiyy = h(@ =0 val z € (—o00,¥) osy y = 0.
Souradnice 7, ¥ jsou ‘konformné kar-
pomocné funkee: .tézské’, tj. oba Laméovy koeficienty
jsou shodné.
r? = (?(cosh’y — sin®¢)) = £*(sinh®n + cos®y)) Z konven¢nich divodii jsou v obraz-
5 5 5 o~ 9/ . 19 g cich pro protahlé eliptické soufadnice
o° =/ (cosh 7 — Cos w) =/ (smh 1 + sin w) 08y T a y vyménény.
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souradnice c, v

hodnoty soufadnic: ¢ € (1,00), v € (—1,1)
pokryta oblast: z € R, y € RT
transformacni vztahy:

Vo2 +ri 412
V2
V2

VoZ+r2+ 02

c=/{coshn=
y=vVc—1?V1—-v? v =cos =

Laméovy koeficienty:

o2 P—l*? )

c2—_p2 c2 — p2

2 _
hiey =
pomocné funkce:

r? = — 0+ (20

02 = 2 _ {22

soufadnice ¢, u

hodnoty soufadnic: ¢ € (1,00), u € (—1,1)
pokryta oblast: z € RT, y € R
transformacni vztahy:

V2
V3

r=cV1—u? ¢ =/{coshn =

y=vct—~0~u u=siny =

Laméovy koeficienty:

o? 0?2 o? c?
hig=——=14+—— hipy=——== —
(s) 22 +02—£2 (v) 1—u2 1—u2
pomocné funkce:
F2 = 2 _ 2,2
o= — 012 4+ 0?02
6

S touto volbou intervali hodnot po-
kryvaji soutfadnice ¢, v pouze oblast
y > 0.

Souradnice ¢ je asymptoticky rovna
vzdéalenosti od pocatku ¢ = r.

S touto volbou intervalii hodnot po-
kryvaji soufadnice ¢, u pouze oblast
x > 0 a jsou singularni na ose y =0
v intervalu x € (0, ).

Soutadnice ¢ je asymptoticky rovna
vzdalenosti od pocatku c ~ r.

verze 1.07 (2021-02-27)



Oblé eliptické souradnice vnitini

Privlastek “oblé” naznacuje, ze takto zavedené soutadnice lze vyuzit ke konstrukci oblijch
elipsoiddlnich souiadnic v E?® a to rotaci okolo osy y. Plochy konstantni ‘radialni’ souradnice
oblych elipsoidalnich soufadnic tvofi rotacni elipsoidy podobné ‘oblazku’.

Privlastek “vnitin{” indikuje, Ze soufadnice jsou na ose y = 0 regularni uwvniti intervalu

(=, 0).

soutadnice 7, ¥

hodnoty soufadnic: n € R, ¢ € (—%, g)

pokrytéa oblast: x, y € R
transformacni vztahy:

x = { coshn siny

_ V2y

A
S111 T] 0-2_7~2_|_f2
L Vo212 42
coshn = ———
NoX
T b
2

Laméovy koeficienty:
ha) = hw) =0

pomocné funkce:

r? = (* (cosh27] — COSzl/J) =

y = { sinhn cos

V2

sinYy = ——

RV

VT T

COS =
v Yol
(*(sinh?n 4 sin*e))

o? = 1? (coshzn — sin2¢) = (? (sinh277 + COSQw)

souradnice s, v

hodnoty soufadnic: s € R, v € (—1,1)

pokryta oblast: x, y € R
transformaé¢ni vztahy:

V2 ly

r=vVs:+ 0o s =/(sinhy = ————
’/0-2_7'2+£2
— 2

Laméovy koeficienty:

@242 T 242

pomocné funkce:

r? =%+ (%

0 = 52+ 12 — 1%

Vo2 412+ (2

2 2

h(v) - 1—12

1—02

S touto volbou intervali hodnot jsou
soufadnice 7, ¢ singuldrni na ose
y = 0 mimo interval z € (—¢,¢).
Souradnice 7, ¥ jsou ‘konformné kar-
tézské’, tj. oba Laméovy koeficienty
jsou shodné h,y = hy).

S touto volbou intervali hodnot jsou
soutadnice s, v singularni na ose
y = 0 mimo interval (—¢,¢).
Souradnice s je asymptoticky rovna
vzdalenosti od pocatku s ~ r.
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Oblé eliptické souradnice vnéjsi

Jedna se v podstaté o tytéz souradnice jako v predchozim piipadé, pouze jsou zvoleny jinak
intervaly hodnot, které soutradnice nabyvaji. Alternativni volba hodnot umoziiuje zavést
soufadnice tak, aby byly na ose y = 0 regularni vné intervalu (—¢, ¢). Proto jsou i oznaceny

privlastkem “vnéjsi”.

soutadnice 7, ¥

hodnoty soufadnic: n € RY, ¢ € (—m, )

pokrytéa oblast: x, y € R
transformacni vztahy:

x = { coshn siny

Vo24rz— (2

sinhn =
n V2

VAT
n —\/5 7
7T —

b=3—9

Laméovy koeficienty:
hoy =hw) =0

pomocné funkce:

y = ¢ sinhn cosvy

V2

siny) = ————
w ,/0-2+7«2+€2

2

cosy = V2y

Vo2 +r2— 2

r? = (* (Cosh27] — COSzl/J) = (2 (sinh2n + Sin21/1)
o? = 1? (COSh277 — sin21/1) = (2 (Sinhzn + cos2w)

souradnice s, u

hodnoty soufadnic: s € RT, u € (—1,1)
pokryta oblast: z € RT, y € R

transformac¢ni vztahy:
r=V82+0? V1—u?
y=su

Laméovy koeficienty:

2 o2 _s2+£2u2
(8)_32_%2_ s2 4 02

pomocné funkce:

r* =+ 0 — v’

o? = s + 1?2

VT

s=/{sinhn=
V2
_ sing = V2y
Y/~ T
B2 o sS40
@7 w2 1 —w?

S touto volbou intervali hodnot jsou
soufadnice 7, ¢» singuldrni na ose
y =0 v intervalu z € (—¢,¢) a sou-
fadnice ¥ navic na ose z = 0 v inter-
valu y € R™.

S touto volbou intervali hodnot po-
kryvaji soufadnice s, u pouze oblast
x > 0 a jsou singularni na ose y =0
v intervalu z € (0, £).

Soufadnice s je asymptoticky rovna
vzdélenosti od pocatku s = r.
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