
Konformńı skalárńı pole

NTMF059 – Zápočtový problém 2023

Pod Weylovou transformaćı rozumı́me lokálńı přeškálováńı metriky kladnou funkćı, tedy
nahrazeńı metriky gab na varietě M novou metrikou g̃ab na téže varietě podle vztahu

gab 7→ g̃ab = Ω2 gab , (1)

kde Ω je kladná reálná funkce na M a nazývá se konformńı faktor. Weylova transformace
měńı délky vektoru, ale zachovává úhly mezi nimi. Někdy je výhodné psát konformńı faktor
ve tvaru

Ω = eω , (2)

kde ω je libovolná funkce.
S metrikou gab je kanonicky asociovaná Levi-Civitova kovariantńı derivace ∇a (beztorzńı

metrická kovariantńı derivace). Podobně můžeme s konformně přeškálovanou metrikou g̃ab
asociovat Levi-Civitovu kovariantńı derivaci ∇̃a. Rozd́ılový tenzor Qa

bc indukuj́ıćı rozd́ıl deri-
vaćı ∇̃b −∇b je dán

Qa
bc = δabΥc + δacΥb − gbcΥ

a . (3)

kde

Υa = da lnΩ = daω , (4)

a isomorfismus mezi vektory a kovektory (snižováńı a zvyšováńı index̊u) je definován pomoćı
metriky gab.

1. Ukažte, že Ricciho tenzor se transformuje vztahem

R̃icab = Ricab − (n− 2)∇a∇b ω − gab□ω + (n− 2)ΥaΥb − (n− 2) gabΥcΥ
c , (5)

kde □ ≡ ∇c∇c je d’Alembert̊uv operátor.

2. Jak se transformuje skalárńı křivost R?
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Rovnice pole libovolného pole X se nazývá konformně invariantńı, pokud existuje pře-
škálováńı X̃ = ΩsX takové, že přeškálované pole X̃ vyhovuje formálně stejné rovnici, jenom
odvozené z přeškálované metriky g̃. Exponent s, pokud existuje, se nazývá konformńı váha.

3. Uvažujte vakuové Maxwellovy rovnice v prostoročase obecné dimenze n,

∇[aFbc] = 0 , ∇bFab = 0 , (6)

a konformně přeškálované pole F̃ab = Ωs Fab, a požadujte konformńı invarianci Max-
wellových rovnic, tedy

∇̃[aF̃bc] = 0 , ∇̃bF̃ab = 0 . (7)

Jaká muśı být dimenze prostoru a konformńı váha, aby bylo možné konformńı invari-
anci splnit?

4. Nalezněte transformaci d’Alembertova operátoru p̊usob́ıćıho na skalárńı pole ϕ kon-
formńı váhy s, tj. naleznete □̃ϕ̃. Oveřte, že d’Alembertova rovnice □ϕ = 0 obecně neńı
pro n > 2 konformně invariantńı.

5. Ukažte, že kombinace[
□− n− 2

4(n− 1)
R

]
ϕ = 0 (8)

pro vhodnou volbu konformńı váhy s skalárńıho pole ϕ invariantńı je. Pro jaké s?

Řešeńı rovnice (8) se ř́ıká konformńı skalárńı pole. Tenzor energie hybnosti tohoto pole
v př́ıpadě n = 4 je

Tab =
2

3
(∇aϕ)(∇bϕ)−

1

6
gab (∇cϕ)(∇cϕ)+

1

6

(
Ricab−

1

2
Rgab

)
ϕ2− 1

3
ϕ∇a∇bϕ+

1

3
gab ϕ□ϕ . (9)

6. Určete stopu Tab za předpokladu, že polńı rovnice (8) je splněna.

7. Opět za předpokladu, že polńı rovnice (8) je splněna, ukažte, že divergence tenzoru je
nulová, ∇aT

ab = 0.
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