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Albert Einstein v listopadu 1915 zformuloval obecnou teorii relativity. Jako jeden z pozo-
ruhodnych dutsledkt své teorie o par mésici pozdéji predpovédél existenci gravitacnich vin,
slabych poruch kfivosti prostorocasu sificich se rychlosti svétla. Ty byly pfimym zptisobem
prokazany az o sto let pozdéji, kdyz dva vysoce citlivé interferometry LIGO v USA detekovaly
signal GW150914 ze srazky dvou velkych cernych dér. Za to byla v roce 2017 udélena Nobelova
cena. Pocet zaznamenanych gravitacnich vin od té doby piekrocil dvé stovky.

Evropska kosmicka agentura ESA uz nékolik desetileti pfipravuje ambiciézni projekt obfiho
detektoru gravita¢nich vin ve vesmiru s ndzvem LISA (Laser Interferometer Space Antena),
viz www.lisamission.org. Jeho realizace byla schvalena 25. ledna 2024. Bude se skladat
ze tT1 druzic jejichz relativni vzdéalenosti budou presné promérovany laserovou interferometrii.
Druzice budou obihat kolem Slunce po tiech samostatnych eliptickych drahach, ale se stejnyms
velikostmi poloos a = 1 AU = 150 - 10° km, excentricit ¢ a sklony 4 rovin ob&hu k ekliptice:

Priiseciky téchto tii rovin obéhu s rovinou ekliptiky budou vici sobé pootocené o 120°
a pocatecni polohy voleny tak, Ze druzice se pii svém obéhu budou nachézet ve vrcholech
pomyslného rovnostranného trojihelnika se stranami L = 2,5-10° km. Rovina trojuhelnika
bude stale svirat 60° s rovinou ekliptiky, bude se vSak stacet a trojihelnik druzic v ni bude
rotovat s periodou rovnou dobé obéhu 7.

Smyslem tlohy je promyslet popsanou geometrii drah, stanovit hodnoty ¢ a i, a spocitat
ze s velmi malou relativni chybou bude vzdalenost L druzic konstantni (pravé tato vlastnost
rozsifuje frekvencéni rozsah i citlivost detektoru, nebot omezuje vliv Dopplerova efektu).

Diky symetrii problému se stac¢i omezit na vySetfovani pohybu jediné druzice vici refe-
ren¢nimu stfedu C trojuhelnika, ktery se pohybuje rovnomérné v roviné ekliptiky po kruznici,
jejiz polomér je (ptiblizné) roven a.

1. Ukazte, Ze z podminky, Ze vzdalenost druzice od stfedu C' by méla byt (ptiblizné) rovna
v=1L/ V/3 v periheliu i afeliu, lze uréit hodnoty parametrt
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a sini = v3e + O(e?) .



Napovéda: Pouzijte kosinovou a sinovou vétu, vztah r = a(l —&?)/(1+ ccosp), kde
¢ = 0 odpovida periheliu a ¢ = 7 afeliu, a obrazek znézornujici pohled z roviny ekliptiky
(pfedpokladame, ze v periheliu a afeliu je druzice v nejvétsi vzdalenosti od této roviny):

afelium

perihelium

. Nyni ovérte, ze vzdalenost druzice od stiedu C' ziistava s velkou presnosti stejna po celou
dobu obéhu (tedy nejen v periheliu a afeliu). K tomu mizete pouzit napfiklad numerickou
simulaci trajektorii na pocitaci. Pokud se rozhodnete pro analyticky vypocet, vyjadiete
kartézskou vzdalenost d druzice od C' pomoci vztaht

r=rcosp, y=rsing, z=0,

r.=acosMcosi, y.=asinM, z.=acosMsin1,

kde M = 27t /T, takze d* = a® + r* — 2ar(cos i cos ¢ cos M + sin ¢ sin M). Vyjadiete thly
¢ a M pomoci tzv. excentrické anomadlie £ a vztahti znAmych z nebeské mechaniky:
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tan — = tan —,
2 1—¢ 2
M=FE—¢csink (tzv. Keplerova rovnice) ,
takze
cosl/ — ¢ sin B/
= — ing =v1—e2—m— =a(l— E).
cosp=1_—_ -, sing V1—e¢ I —cosB’ " a(l —ecos E)

Odtud plyne

d2
= 1+(1—ccosE) — 2[\/1 —3e2+ 0(e?) (cos E —¢) cos(E — esin F)
+V1—e?2sinE sin(E —esinkE)| .
Rozvinutim této funkce do Taylorovy fady v proménné ¢ ukazte ze
2

d
3= 4e® + O(%),

vyjadiete d pomoci L a vysledek diskutujte.
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