Priklad z teoretické mechaniky ¢. 3 (2024)

Uvazujme Keplerovu tlohu popsanou Lagrangeovou funkci

1 GMm
L=-mv?+ 1
2mv o (1)

kde M je hmotnost Slunce, m je hmotnost planety, r je jeji poloha a v =1 je jeji rychlost.
Cilem tkolu je analyzovat vlastnosti takzvaného Laplaceova—Rungeho—Lenzova vektoru A,
ktery je definovan vyrazem

A= (pxL)—GM~, (2)
r

5 (

kde p = mv je hybnost planety, L = r x p je moment hybnosti planety a r = |r|. Protoze

nepusobi zadny moment sil, je L integralem pohybu (zachovava se) neboli T 0.
, . dp r
1. Pfimym vypoctem Casové derivace vyrazu (2) s pouzitim vztahtu T F=-GMm —
r
d 1 . dA
a —(—) -y dokazte, ze — = 0, tedy ze Laplacetiv-Rungeho—Lenztv vektor A
dt \r r3 dt

je také integral pohybu.

2. Nyni dokazte totéz v Hamiltonové formalismu. Nejprve ukazte, ze v kartézskych soutrad-
nicich r = (z1, x9, x3) ma Hamiltonova funkce H piislusejici (1) a Laplaceiv—Rungeho—
Lenzuv vektor A definovany v (2) tvar

1 1

H= — pps — GMm ~ 3
om PrPk m - ( )

1 Z;
A = = (xipjp; — pizjp;) — GM o (4)

kde r = (z1;)"/? a pouzivame Einsteinovu sumacni konvenci. Kanonicky sdruzené pro-

ménné fazového prostoru jsou zde x;, p;. Spoctenim Poissonovy zavorky funkei (3) a (4)
pak ukazte, ze
{Ai’ H } =0, (5)
coz potvrzuje, ze vSechny tii slozky A; Laplaceova—Rungeho—Lenzova vektoru jsou in-
tegraly pohybu.
Ndvod: Pomoci linearity, Leibnizova pravidla {fg,h} = {f,h}g + f{g, h} a antisymet-
rie redukujte vypocet na fundamentalni Poissonovy zavorky {z;,z;} =0, {pi,p;} =0,
{zi,p;} = 0i; a pouzijte také identity {z;,r '} =0 a {p;,r '} = r3a;.
3. Nakonec ukazte, ze A-L=0a A -r = 7;—22 — GMr, kde [ = |L|. Prvni rovnice geome-
tricky znamenad, ze vektor A je kolmy na L, tedy leZi v roviné obéhu planety, zatimco
l2
GMm?(1 + #y; cos @)
torem A a okamzitou polohou planety r (plati A -r = Arcos ). Srovndnim s rovnici

druhou rovnici lze prepsat do tvaru r = , kde ¢ je tthel mezi vek-

elipsy r = _r vidime, Ze wvelikost vektoru A wurcuje excentricitu orbity, nebof
1+ecosp

A =|A| = GMe. Vidime téz, ze konstantni Laplacetiiv—Rungeho—Lenziv vektor mii
od Slunce podél hlavni poloosy smeéerem do perihelia drahy planety. Existence integralu
pohybu A tedy zarucuje, ze v Keplerové tlloze nedochazi ke staceni perihelia.

pokracovani na druhé strané



4. Dobrovolnd cast pro nadsence:
Vyraz (4) lze ekvivalentné piepsat do tvaru

1 1
Ai = W a; + E H.I'Z s kde a; = %.flp]pj — pixjpj .

Uzitim (6) a znamych Poissonovych zavorek
{zi, Lj} = eijn {pi, Lj} = €ijipr, {H,L;j} =0
pro slozky L; = €5 1 pr momentu hybnosti L ukazte, Ze plati relace

{Az‘, Lj} = E€ijk A .

5. Dobrovolna cdst pro velké nadsence:
Pomoci identity {a;, a;} = 0 lze dokazat relaci

2
{Ai,Aj} = _ﬁ Hgijk Lk .
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