Priklad z teoretické mechaniky ¢. 4 (2024)

Cilem tlohy je seznamit se s Bernoulliovou—Fourierovou metodou feseni rovnice struny.

1. Kmity struny (jednorozmérného spojitého titvaru konstantni linedrni hustoty p, v némz
pusobi vnitini sily o) jsou dany feSenim rovnice struny
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kde funkce u(x, t) popisuje malou pfi¢nou vychylku v misté x v ¢ase ¢, pficemz ¢ = /o /p
je rychlost sifeni vlny. Projdéte si fyzikalni odvozeni této rovnice ve studijnim textu.

u(x,t)
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2. Uvazujme, ze oba konce struny klidové délky [ jsou upevnény na ose x v bodech 0 a [,
tedy Ze mame okrajové podminky

u(0,t) =0, (2)
u(l,t) =0. (3)

Reseni (1) se hled4 v separovaném tvaru u(z,t) = X (x) T(t). Dosazenim dostaneme
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kde ¢arka znaci derivaci podle = a tecka derivaci podle ¢t. Vztah vyjadiuje rovnost mezi
dvéma funkcemi riuzngch proménnych, jez ma byt splnéna pro vsechny hodnoty z a t.
To nastava jen tehdy, rovnaji-li se 0bé strany téze separacni konstanté —w?. Vztah (4)
proto predstavuje dvé obycejné linearni diferencialni rovnice pro X (z) a T'(t).
Ukazte, ze pro nulové nebo ryze imaginarni w prislusné funkce X (x) fesici (4) nespliiuji
obé okrajové podminky (2), (3), zatimco pro rediné w mé kazdé feSeni tvar

X(x) = C] cos (w—cnx) + Cysin (w—cnx) ,

kde c
Cy =0, Wn =N kde n=1,2,3,....

3. Obecné feseni rovnice (4) pro T'(t) nyni je T'(t) = Acos(wnt) + Bsin(w,t), a protoze
rovnice (1) je linedrni, fesi ji i kazda superpozice partikuldrnich feseni pro vSechna n.
Reseni rovnice struny tedy mé tvar
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u(z,t) = nf:lsin (nw?) a, cos (mrT) + by, sin (7171'7):| : (5)

kde a,, b, jsou konstanty. Ty lze urcit z pocdtecnich podminek, tedy ze zadanych hodnot
funkce u(z,0) a z jeji casové derivace u(x,0) v pocateénim case t = 0:

u(z,0) = up(x) pocatecéni vychylka struny,

u(z,0) = vo(x) rychlost vypusténi struny . (6)



Ukazte, ze tedy musime splnit podminky
> x
> a, sin <n7r7> = ug(x) , (7)
n=1

> by mr% sin (nw?) = vp(x). (8)

n=1

. Z teorie Fourierovych tad plyne, ze koeficienty a,,, b, v (5) jsou explicitné urceny vztahy

a, = %/Ol up () sin (nw?) dz, 9)

9
b, = — [ vo(z)sin (nw%) dz . (10)
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Dokazte to. K tomu nejprve spocitejte uziteény integral pro m,n =1,2,3, ...

! l
/ sin (mﬁz) sin (nﬁf) dr = = 6pn , (11)
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a to pomoci identity sin (mw%) sin (mr%) = 1 cos ((m - n)ﬂ%) — 3 cos ((m +n)mw

Vyrazy (9), (10) pro a,, b, pak ziskate tim, Ze fady (7), (8) vynasobite funkci sin (m7r

~l8 —I8

vyintegrujete pies x a pouzijete vztah (11). Plati, Ze systém funkci {sin (mr%)} tvori

uplny ortogondlni systém funkci s pevnymi konci (2), (3) na intervalu (0,1).

. Tuto metodu feSeni vlnové rovnice demonstrujte na konkrétnim ptikladu, kdy poca-
tecni podminky maji tvar

1.3
up(z) =1 pro z € {Zl, Zl] ,  vSude jinde je wug(xz) =0,
vo(z) =0.
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Spoditejte viechny integraly (9), (10) a explicitné napiste prislusnou kompletni fadu (5).

. Nakonec odvodte vztahy analogické (5), (7), (8), (11), (9), (10) pro pfipad, kdy namisto
(2), (3) jsou naopak oba konce struny zcela volné, coz odpovida okrajovym podminkam

%(O,t) ~0, (12)
%(l,t) ~ 0. (13)

Dejte pozor na to, ze v tomto pfipadé je nutné uvazovat i zdkladni méd n = 0.
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