Domaci tkol 1a: Skalovani, konformni symetrie a
skalarni pole

Relativisticka fyzika II

Odevzdani: 30. brezna 2026

V prednéasce jsme uvedli Lagrangeovsky formalizmus pro teorii gravitace. Je Lagrangeovsky
formalizmus pro ,zbytek” fyziky na kiivém pozadi trivialni a jednozna¢ny diky principu min-
imalni vazby? V této tloze se podivame na tuto otazku pro nehmotné skalarni pole ¢. Nasim
cilem bude prozkoumat, jak se pole chova pti zméné skalovani, a to jak globalné v plochém
prostorocase, tak lokalné (tzv. konformni transformace) v zakfiveném prostorocase.

1. Akce pro volné nehmotné skalédrni pole v plochém Minkowského ¢asoprostoru je
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(a) Pomoci rozvoje obecného feseni pro ¢ do rovinnych vin (FeSeni pomoci Fourierovy
transformace) ukazte, ze stopa tenzoru energie hybnosti nehmotného pole je nulova.

(b) UvaZzujme globélni pieskalovani viech fyzikalnich vzdalenosti ds* — A\?ds* a tudiz
N — N1 Pro teorii, kterd nezavisi na zadné charakteristické skéle, pozadu-
jeme, aby byla akce vu¢i této transformaci invariantni. Ptedpokladejme, Ze se
skalarni pole transformuje jako ¢(z) — @(z) = AN2¢(x). Urcete skdlovact dimenzi

A skalarniho pole tak, aby platilo I[¢p] = I[¢].

2. Nyni pfejdéme do zakiiveného prostoro¢asu pomoci principu minimalni vazby (7,, —
Guvs Op — V). Vysledna akce pak je
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(a) Diskutujte, pro¢ pro pole konecné vinové délky kiivost prostorocasu zptusobi, ze
odpovidajici tenzor energie hybnosti bude mit obecné nenulovou stopu.

(b) Uvazte lokalni zobecnéni skalovacich transformaci, tzv. konformni transformaci
metriky: G, (r) = Q2(2)gu (r) a ¢(r) = Q3(2)¢(x), kde Q(x) je ndjaka kladna
hladka funkce. Vyjadiete akci Iiin[g, é} pomoci puvodnich veli¢in g,,, ¢ a funkce
Q(z). Ukazte, ze tato akce neni konformné invariantni (tj. objevi se dodatecné
¢leny obsahujici derivace ().



3. Abychom ziskali konformné invariantni teorii, musime opustit striktné minimélni vazbu
a pridat ¢len, ktery zpusobi interakce skalaru piimo s kfivosti. V nejniz§im fadu v
kfivosti se na skalarni pole mtze vazat pouze Ricciho skalar. Zaroven chceme psat akci
kvadratickou v polnich veli¢inach, a proto zkusime napsat akci

lawi = [ (396900~ 36R) V=g ' ®)

kde R je Ricciho skalar a ¢ je bezrozmérna konstanta. Pomoci piimého vypoctull] lze
ukézat, Ze Ricciho skalar se transformuje jako R — Q2R —6Q730). Najdéte hodnotu
&, pro které se se dodatecné cleny z transformace kinetického ¢lenu a Ricciho skalaru
presné vyrusi a akce I ¢ se stane konformné invariantni.

4. Tenzor energie a hybnosti je definovan z variace akce podle metriky jako

6 = % / T §g,v/—gd . (4)
Uvazujte infinitezimalni konformni transformaci (z) = 14-ew(x), kde w(x) je libovolna
funkce a € < 1. Z toho plyne variace metriky 0g,, = 2ew(z)g,,. Pouze na zakladé
predpokladu, Ze je akce vici této transformaci invariantni (tj. 67 = 0 pro libovolné
w(r)), dokazte, Ze stopa tenzoru energie a hybnosti musi byt nulova (7% = 0). Oboji
Teont 1 Inin maji tu samou podobu v plochém prostorocase. Ktera z verzi akce je tedy
podle vas tim ,spravnym” zobecnénim akce nehmotného skaldrniho pole a proc¢?

5. Bonus: Spocitejte tenzor energie spocitany z variace I.o, a ukazte jeho nulovou stopu
za pouziti rovnic pohybu. (Tip: Jediny slozit&jsi ¢len je o ¢?¢g**0R,,,. Pomoci vyrazu
pro g"oR,, z prednasky a skrze dvé per partes integrace jej uz relativné pifmocare
vyjadiite pomoci 6g,,.)

Vypodet je dlouhy a nemusite jej provadét. Pokud vaSe srdce touzi po tom jej provést, fadu krokd
zjednodusi pouziti parametrizace Q = e?(®),



