Cviceni 4: Nerozlisitelné castice.

Motivace: Symetrizacni postulat a jeho dusledky.

Uloha 1: Dvé &astice v jamé interagujici spinem

Dva identické nerozlisitelné bosony se spinem 1 jsou zachyceny v potencialové jamé popsané
harmonickym potencidlem s vlastni thlovou frekvenci w a jejich vzajemna interakce je dana
skalarnim soucinem jejich spinil. Uvazujme tedy hamiltonidn systému ve tvaru
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h® oviem pusobici na c¢astici 2. Najdéte 9 nejnizsich energetickych hladin urcéete jejich stupen
degenerace. Predpokladejte, ze interakéni konstanta A > 0 je mald 4\ < w. Porovnejte vy-
sledky s pripadem, kdy by c¢éastice byly rozlisitelné, uvédomte si tak, ze platnost symetrizacniho
postulatu je experimentalné ovéritelna.

hw(ata+ %) je hamiltonian pro ¢astici 1 v harmonickém potencialu a stejny tvar ma i

Poznamky k FeSeni ulohy:

e Hamiltonidn je spravnym operatorem pro nerozliSitelné castice, tj. komutuje s permutacnim
operatorem Py (ovétte). To znamend, ze vlastni stavy lze hledat pro rozliSitelné ¢éstice a pak
z nich vytfidit jen ty symetrické vicéi zaméné castic, jak vyzaduje symetriza¢ni postulat pro
bosony. Hamiltonidan je navic souctem prispévkt od prvni c¢astice, druhé castice a spinu, coz
znamend, ze muzeme vlnové funkce hledat v separovaném tvaru |ni)1|n2)2|x)s-

e Vlastni stavy prostorové ¢asti jsou pfimo souciny oscilatorovych stavi |nj)i|ng)2 a piispévek
energie od této ¢asti je hw(ny + na + 1).

e Vlastni stavy spinové ¢asti budou soucasné vlastnimi stavy celkového spinu |x)s = |[SM) a
piispévek k energii je Ah3[S(S + 1) — 4] pfitom vlnova funkce pro S = 0,2 je symetrickd vici
zaméné ¢astic a pro S = 1 je antisymetrickd (viz cviceni na sklddani momentu hybnosti).
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V tabulce jsou shrnuty vysledky jak pro pfipad rozlisitelnych ¢astic, tak pro pripad nerozlisitelnych

bosonil.




Uloha 2: Céastice na krouzku

Stavovy prostor castice tvori periodické, kvadraticky integrovatelné funkce na intervalu ¢ €
(0,27). Predpokladejme, Ze hamiltonidn tohoto systému je

Najdéte stacionarni stavy Céstice
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a prislusné energie.

Nyni uvazujte dvé takové navzajem neinteragujici ¢astice a opét najdéte vlastni stavy a

energie v pripadé, ze jsou to nerozlisitelné bosony.

hladiny a jejich degeneraci.
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Jako predchozi tloha, ale pro fermiony. V obou pfipadech diskutujte prvni t¥i energetické

. Ve staciondrni poruchové teorii zapoc¢téte kontaktni interakci obou &astic U(¢q, @) =
¢9) a to jak v pripadé bosonti, tak pro fermiony.

Poznamka: Tento systém lze téz interpretovat jako rotor s jednim stupnem volnosti, nebo
Castice v jAmé kvantované pomoci periodické okrajové podminky (Born-vonKarman). U ¢astic
neuvazujeme spinové stupné volnosti, mizeme si predstavit naptiklad, Ze jsou fixovany silnym

magnetickym polem.

Poznamky k feseni alohy:

e V piipadé jediné éastice snadno napiSeme rovnou vlnovou funkci stacionarniho stavu |m)
€9 g energii €, = h®m

2/2uR? = eym?.

e Pro dvé ¢astice vezmeme prosté soucin jednocasticovych funkei ¢, (¢1)1m, (¢2) poptipadé jej
symetrizujeme pro bosony nebo antisymetrizujeme pro fermiony. Energie pak je £ = €, +€m, =
€1(m3 + m3). Vysledné vlnové funkce jsou prehledné shrnuty v nasledujici tabulce.

Energie Bosony Fermiony Porucha-Bosony
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V poslednim sloupci je ukézan ptispévek

prvniho fadu poruchové teorie. V ptripadé degenerovanych

hladin je uvedena celd matice poruchy, i kdyz matice poruchy je ve vsech pfipadech diagonélni (roz-
myslete, ze je to disledkem toho, Ze soucet kvantovych ¢isel m; + ma je zachovéavajici se veli¢inou).
Porucha je ukazana jen pro Bosonové vlnové funkce. Zkuste rozmyslet, ze pro fermiony je porucha iden-
ticky 0 v diisledku Pauliho vyluc¢ovaciho principu (obé ¢astice nesmi mit stejné ¢). Vypocet poruchy
ukazeme alespon na prikladu prvniho stavu pro druhou hladinu:
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