Uvod

V tomto dokumentu naleznete zadani a vzorové feseni zapoc¢tové pisemky z prednéasky ”Kvan-
tova mechanika II” za LS 2020/21. Ulohy byly zamysleny tak, Ze by je mél byt schopen beze
zbytku vytesit kazdy, kdo absolvoval prednasku a cviceni pokud by mél dost casu, ale k vyte-
Seni tloh v ¢asovém limitu (90min) je potieba jesté trochu tvirdi invence a porozuméni rtiznym
souvislostem v latce prednasky.

Na ziskani zapoctu by vam mélo stacit ziskat par bodi, k vykompenzovani pfipadnych
bodovych ztrat z domécich dloh. Snazil jsem se tlohy volit tak, aby kazdy kdo se vénoval
hloubéji pripravé a spocital si predem par tloh, byl v ¢asovém limitu schopen ziskat alespon
dalsich dloh pfi zkousce.

V nasledujicim textu naleznete vzorové feseni. Doporucuji si je pecliveé piecist pro pripravu
ke zkousce. Pokud to bylo mozné, snazil jsem ukazat, nebo alespon naznacit nékolik postupi
vedoucich k feseni a rovnéz poukazat na ritizné souvislosti.



Uloha 1(10 bodi)
Pomoci varia¢niho principu odhadnéte energii zakladniho stavu kvartického oscilatoru s hamil-
tonianem

Hi(x) = —50" (@) + 52" ().

Jako testovaci funkci volte Gaussovu kiivku s nezndmym exponentem.
Mohou se hodit:

o0 2 ° 2 & 2
e dr=,/% r?e % dr = L, /% rle ™ dr = 25, /.
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o —00 —0o0

Reseni:
Jde o primocaré uplatnéni variacniho principu. Testovaci funkci volime ve shodé se zadanim
jako 1(x) = exp(—ax?) a dosadime ji do funkcionalu energie

(Y|H[Y) _T+V
(W[) N

kde jsme si rozdélili stfedni hodnotu hamiltonianu na kinetickou a potencialni energii. Jednotlivé
¢leny dopocteme s vyuzitim integralti z napovédy

N = / ¥ da = /erx =z

Kinetickou energii si nejdrive zjednodusime integraci per partes

fla) = E[p(z)] =

T = %/w(a:)*w”(x)dac = %/W'(:E)]de = %/4a2x26_2ax2daz = /ot

a potencialni energie je

V= %/x4|@/)(x)|2dx = %/$46_2a$2d$ = /a2

Vysledny odhad energie tedy najdeme minimalizaci funkce

_T+V_a 3

fo)=—Fx— =55z

Tato funkce je na intervalu x € (0, 00) souctem klesajici funkce divergujici v 0 a rostouci linearni
funkce, takze ma pravé jedno absolutni minimum, jehoz polohu najdeme derivaci

, 3

a tedy ag = v/3/2. Pro tuto hodnotu vyjde tedy nejlepsi odhad energie na dané t¥idé testovacich
funkei

E = f(a) = g% = 0.541.



Uloha 2(10 bodi)

Dvé Castice se spinem 1 jsou pripraveny ve stavu s celkovym spinovym momentem hybnosti
5% = (51 +5@)2 rovnym 0. P¥i méFeni projekce spinu 5t ¢éstice 1 na osu z namé¥me hodnotu
h. Jaké hodnoty 3 projekce spinu druhé ¢astice na osu x mizeme nyni nameérit?

Reseni:

Nejdfive nalezneme stav [¢)) v némz jsou ¢astice ptipraveny. Jde o stav s celkovym mo-
mentem hybnosti |JM) danym kvantovymi ¢isly J = M = 0. Ten nalezneme bud pouzitim
Clebsch-Gordanovych koeficientti z tahaku, nebo pfimou konstrukei jako na prednasce, nejdiive
pro J =2

22) = [)]1),
21) = [|0)[1) + [1)]0)]/V2,
20) = [I-1)[1) +2/0)|0) + [1)-1)]/V6.
Zde jsme postupovali zhora dolu aplikaci posunovaciho operatoru J_ = JU 4+ W pa vektory

separované baze |mi)|ms), kde m; = 0, £1. Ortogonalizaci k vektoru |21) najdeme |11) a dalsi
stavy pro J = 1 opét ziskdme posunovacim operatorem

11) = [11)]0) —[0)[1)]/V2,
10) = [~ F-yn]/ve.

Nakonec hledany vektor [1)) = |00) je ortogonélni k |20) a |10). To jsou vektory tmérné vek-
toram (1,2,1) a (1,0,—1) takze k nim ortogonalni zjevné je (1,—1,1) (pokud byste to ne-
nahlédli pfimo, mizete pouzit vektorového soucinu, nebo obecné determinanttt nebo Gramm-
Schmidtovou ortogonalizaci), takZe po normovéni

[) = 100) = [|-1)[1) — [0)]0) + [1)]-1)]/V3.

1)

Meéfteni slozky sM s nalezenim hodnoty A odpovida pisobeni projekéniho operatoru

D)) — _ 1\ _ L B
Plg) = 1)1 @ IY) = S{1)[ = 1) — normovéni - |1)] — 1),
tj. druha castice je ve stavu | — 1). Mimochodem néktefi Fesitelé si vSimli, Ze cely postup vyse
Sel vynechat, protoze staci védét, ze kaplovany stav |00) je linedrni kombinaci separovanych
stavt |-1)|1), |0)|0) a |1)|-1), z nichZ méfeni vybere ten posledni.

. L w11 A(2 . . . .
Pro nasledné méfeni slozky 5% musime najit vlastni vektory matice

1 1

A 010 1 1
S,=—1 10 1], které jsou |s;:0)=—7=1 0 |, s, Ry == | £v2
V2 o 1 0 V2 2\ 1
Vysledné pravdépodobnosti tedy jsou py = |(s, : 0|-1)]> = 3 pro naméfeni slozky P =0a

ps = |(s, : £R]-1)|> = 1 pro naméfeni slozek s = +h.



Uloha 3(10 bodi)
Uvazujme dvourozmeérny linearni harmonicky oscilator s hamiltonianem

2 1 d2 d2 1 2 2
H0:—§ @—Fd—?ﬂ —|—§($ +y)

a poruchu, kterou lze v okoli po¢atku aproximovat funkci V' (z,y) = )\(%y?’ — yz?). Jaké jsou
energie a stacionarni stavy pro neporuseny piipad? Jaka je korekce zakladniho stavu v prvnim
fadu poruchové teorie? Jako posledni tkol si vyberte, zda spoc¢téte a) korekci zakladniho stavu
do druhého tadu poruchové teorie, nebo b) korekci prvniho fadu vSech stavi (na plny pocet
bodt sta¢i jedna z moznosti a, b).

Poznamka: v zaddni jsem byl trochu nedbaly a nenapsal jsem explicitné, Ze uvaZujeme popis
systéemu v jednotkdch v nichZ je m = h = w = 1. Neékterym z Vis to doslo. Tem, ktere jsem
zmatl se omlouvdm, ale na vysledky to nemad zasadni vliv.

Reseni:

Stacionarni stavy dvourozmérného harmonického oscilatoru jsou dany soucinem |n,)|n,) =
[N, ny), kde jsme zavedli zkracenou notaci. Tyto stavy maji energii E,, ., = n, +n, + L.
Zakladni stav ma energii Fyg = 1 a je nedegenerovany, takze korekce energie do prvniho rfadu
je

AE}, = (00|V|00) = // o —yz®)dady = 0,

kde jsme jednak pouzili vzorecky pro Vlastm funkce harmonického oscilatoru z tahdku a také
jsme si uvédomili, ze porucha je licha funkce v y, zatimco vlnova funkce suda, takze integral je
nulovy.

Reseni ¢dsti a) vyjdeme ze vzorce pro korekci druhého ¥adu nedegenerovaného zakladniho

stavu
V|00 )2 [(nm, [V]00)[*
EII — | nfcny| x!by
-3y L L0OE 37 5l 0

Ny =0ny=0 n’“ Ty N =0ny=0

Vsiméte si, ze v sumé jsme méli vynechat stav |00), ale ja jsem to tam explicitné nenapsal,
protoze ¢itatel je v tom piipadé stejné nula. Nejdiive najdeme puisobeni poruchy na stav |00).
Piitom vyuZijeme posunovaci operatory = = (al. + a;)/v2, y = (al + a,)/V2 a jejich zndmé
ptsobeni na vlastni stavy harmonického oscilatoru

V[00) = 3(y° — 32%y)|00) = 57510)a(a] + a,)*[0)y — 555 (al + a2)?|0)a(a] + a,)[0),.

Pfi umocnovani zavorek si musime uvédomit, ze zalezi na potadi operatri, ale mizeme rovnou
vynechat ¢leny, které maji anihila¢ni operator tiplné vpravo, nebot ten vektor |0) vynuluje. Ze
stejného diivodu mtzeme vynechat cleny, v nichz pfevazuje anihila¢ni operator nad krea¢nim
(jako napiiklad a2a])

3 2
V]00) = ﬁi[O}x(aL + ayal” + alayal)|0), — 2\f(aJr + azal)|0).al|0),
= 555100:(V6[3), +2[1), +[1),) = 555(V2[2), +10)2)[1)y = 535]03) — 3[21).
Takze nenulové budou jen dva ¢leny ve formuli pro korekci energie

[(03[V]00)[* _ |(21]V]00)?

7 _ . A2 A2\ 22
ALy = — 043 0+3 __(4.3.3_'—?3)__?'




Resent ¢dsti b) Pro tuto ¢ast je potieba si uvédomit, ze energie zavisi jen na ¢isle N = n, +n,,.
Pro excitované stavy je tedy neporusena energie Ey degenerovana a korekci energie prvniho
fadu najdeme diagonalizaci matice

(nany|Vingny) = Ag(nalni,) (nyly’Iny) — Mna|2®[ng) (ny ly|nj,),

kde n, +n, = nj, +n, = N. Vyse uvedené maticové elementy je mozné pifmo spocist integraci
nebo lépe pomoci kreac¢nich a anihila¢nich operatori, ale oba postupy jsou prilis pracné, nez
aby se dali aplikovat v ¢ase ur¢eném na pisemku. Lepsi je trochu se zamyslet. Uvédomime si,
ze v prvnim clenu je diky ortogonalité (n|n)) = 6,, .. a tedy n, = n! a tedy také n, =
N-—-—n,=N-—-nl = n; Prvni ¢len je tedy nula, ze stejnych dtvodi jako korekce zakladniho
stavu (parita). Podobné v druhém ¢lenu (n,|z?|n.) vyZzaduje, aby n,,n! méli stejnou paritu a
(ny|y|n,) vyzaduje, aby n,, n;, mély paritu opacnou. To je nekompatibilni s podminkou n,+n, =
n;, +mny, takze i druhy ¢len je nula. Korekce prvntho fadu jsou tedy dény jako vlastni ¢isla nulové
matice, takze jsou nulové nejen pro zakladni stav, ale pro vSechny stavy.



Uloha 4(10 bodi)

Pomoci Gauntovy formule vyjadiete vSechny nenulové maticové elementy (Y1, |zy|Yim), kde
|Yim) jsou sférické harmoniky (I = 1) a skalarni soucin se provadi integraci pres jednotkovou
sféru. Pokud chcete mtzete vysledek ovérit primou integraci, ale rad bych vidél, ze umite pouzit
Gautovu formuli a Clebsch-Gordanovy koeficienty, jejichz tabulku pfikladam.

Reseni: V tahaku si najdeme vzoreéek pro sférické harmoniky
15 , 5 327 .
Yoro =1/ %(I +iy)?, takze  xy =/ — (Yoo — Yo 9)/di =i 1—5(3/2—2 —Y5).

Z vybérovych pravidel v Clebsch-Gordanovych koeficientech je jasné, ze z maticovych elementt
v (Yin|zy|Yin) tedy preziji jen (Yi1|Yao|Yi_1) a (Y1_1]Y2 o|Y11), které jsou navic navzdjem
komplexné sdruzené. Takze z Gauntovy formule spocitame napiiklad jen

5.3 5 [2 3 1 3
Yii|Yao|Yio1) = 1/ = (2100[10)(212—1[11) = —/ ——1/ =4/ = = =1/ =1/ =
e = o0 iz = 32 =5

kam jsme dosadili z tabulky Clebsch-Gordanovych koeficientd v tahaku (2100[10) = —,/2 a

(212-1]11) = /2, takze

2 2 5) 2 /3 7
Y Yi_1) = —itr/ —Y11|Yos|Yi_1) = 04/ —4A/ —r/ =1/ = = =
(Y11 |zy|Yi1) i\ 15( 1Yo |Y1 1) =iy 15\/%\/;\/; =

i
(Y1_1|zy|Y11) = (Yii|zy| Vi) = ——.

a tedy

)
Pokud by nam zbyl ¢as mohli bychom pro kontrolu integrél spocéist explicitni integraci, naptiklad
* 3 N2 3 © 20 2ip 2 .
Y xyYdQ = ~%n (x +iy)“xydQ = ~g. | S fe"? sin” 6 cos ¢ sin pd)
m ™
3 2 ™
= & (cos2p + isin2¢p) cos @ sin pdp / sin? @ sin 6d6.
T Jo 0

V ¢asti kde se integruje pfes ¢ preZije jen imaginarni ¢ast (redlnd ¢ast je nula kvili parité - integrace
liché funkce). Navic mizeme pouzit vzorec cos@sing = %sin 2¢ a integral sin® pies periodu je ze
symetrie prosté piilka délky periody (integrél je stejny jako cos?). Integraci pies 6 provedeme snadno

substituci z = cos 8

34 (7, ! o9 3i 5 3 1 51 3i. 1 3i 8 i
_87r2/0 sin 2cpdcp/1(1—z)dz——16[z—3z +3Z]—1:_E2[5+E]:_§B:_5'



Uloha 5(10 bodi)
Soustava elektront v kvantové dvojtec¢ce ma hamiltonian

ﬁ - —t Z(disdzs + d£5d18> + U(N1+N1— + N2+N2—)

kde ¢,U > 0 jsou konstanty, d;s predstavuje fermionovy operator ktery kreuje Castici v tecce
In) se z-slozkou spinu sh/2 a N,, = a a4, je operator poctu elektronti v tecce n se spinem s.
S pouzitim antikomutacnich relaci {ans, ATn,s,} = {Gns, s} = 0, {ans, dl,s,} = Opn/0ss OVETte,
e [¢) = ab Lay Jr|0> je vlastnim stavem hamiltonianu a najdéte prislusnou energii. Najdéte
vyjadreni posunovaciho operatoru S_ celkového spinu ve druhém kvantovani a aplikujte jej na

stav [1).

Reseni:

Prvni ¢ast provedeme pfimou aplikaci hamiltonianu na vlnovou funkci. Pfitom si uvédomime, ze
prispévek druhé ¢asti hamiltonidnu, tmérny konstanté U je nulovy, protoze operatory poctu ¢astic ve
stavu |¢) mizeme nahradit jejich vlastnimi éisly (tj. obsazovacimi ¢éisly) Ni+ =1, Ni- =0, Not = 1
No— =0 a tedy

i) =~ {al asal,al.[0) +abaral,al, 10}
S

Nyni se snazime upravit vyraz tak, abychom se zbavili anihila¢nich operatori. Jedna moznost je
vyuzivat komutacnich relaci a snazit se prokomutovat anihila¢ni operator az na vakuum. Tento ¢len
pak da nulu, ale po cesté nam z komutacni relace vygeneruji vysledek. Takto dostaneme naptiklad v
prvnim clenu

St ot ot o ot o f St o

Qys G2slpy G711 = —G1509y a2sa1+ +0s+ a a1+a1+ = Q1,04 414 025
N—— S—— S——

—a},,, +Hazs.al,} —al, ans 0

Podobné zpracujeme druhy c¢len na &;S&E +&J{ L a15. Takze H |) = 0. Tim jsme ovéfili, Ze jde skutecné
o vlastni stav a to s energii £ = 0.

V druhé casti jsem se ptal na zapis posunovaciho operatoru ve druhém kvantovani. Je potieba
si uvédomit, Ze posunovaci operator se ziskd ze slozek x a y spinu a ty jsou pro mmnohocasticovy
systém souctem jednocasticovych prispévki. Takze muzeme piimo pouzit teorii z prednasky. Staci
najit maticové elementy posunovaciho operatoru pro jednu c¢astici

(nsl5- 1) = () 615 = 8,15) = b (51 = i, 15) = e 51§ ) 15) = b

a ty dosadit do formule pro jednocasticovy operator z prednasky

ZZ nsls_|n's"Val apy = hZa _Qpy = hal a1+ + fLa2 Ao+

nn'! ss’

Aplikace na stav [1) se pak provede stejnym trikem jako aplikace hamiltonidnu, tj. snazime se proko-
mutovat anihila¢ni operatory na vakuum

LS |y = al_aiab, al, |0) +ab_asial,al |0) = —al_ab aival,|o) —al_ab, asial, |0y +ab_al,|o)
—— —— —— ——
—ab, a1y 1-a} any 1-a}_ aiy —a], asy

= 0—al_ab [0)+0+ab_al, |0y =ab,al_|o)+ab_al,|o).



Alternativni fe§eni v bdzi obsazovacich ¢&isel. Misto pouzivani komutacnich relaci se daji vypocty
aplikace hamiltonidanu a operatoru S_ na stav |t)) provadét podle pravidel pusobeni kreacnich a
anihila¢nich operatorti na vektory v bazi obsazovacich ¢isel. Musime si zvolit poradi stavt, naptiklad
| No- No+ N1-N1+)n. Potom kreac¢ni a anihilaéni operatory vzdy piisobi jen na poéty ¢astic ve svém
stavu a nesmime zapominat na to, Ze kdyz preskakuji obsazeny stav, méni znaménko. Vektor vakua ma
v8echny obsazovaci ¢isla nulova takze |0) = |0,0,0,0)y a stav |¢) = d;+&1+]0, 0,0,0)y =10,1,0,1)n.
P1i vycislovani ptisobeni hamiltonianu si nejdfive uvédomime, ze v sumé prispéje jen s = + jinak
anihilac¢ni operator da nulu a dale pfimo

A1) = —t {a§+a2+|0, 1,0,1)x + a, a1410,1,0, 1>N} — {a{+|o,o, 0,1)y — b, [0, 1,0,0>N} —0,
protoze se snazime kreovat fermion do jiz obsazeného stavu. Podobné

$.10,1,0,1)y = h{dL&H n a;aﬁ} 10,1,0,1)y = —hal_[0,1,0,0)x + hab_[0,0,0,1)y
— 7)0,1,1,0)y + A[1,0,0,1)y.

Viiméte si, ze délka vektoru, ktery nam vysel je hyv/2 ve shodé s tim, Ze jsme pisobili na vektor
celkového spinu |SM) = |11).



