Zapoctova pisemka z kvantové teorie II (1éto 2025)
cas na reseni: 90min

Letosni pisemka se konala v patek 8. kvétna. V poslucharné T1 bylo odevzdano 23 feSeni
z toho 10 s nadpoloviénim poc¢tem bodu. Nejlepsi vysledek byl 34 bodu, prumérna hodnota
17bodu. Dalsich 17 feSeni se mi seslo elektronicky. Zde byl nejlepsi vysledek 37 bodu. Z 1loh
Ostatni tdlohy meély vSechny prumér v rozmezi 3-4 body. To mé trochu prekvapilo, ¢ekal bych,
ze nejednodussi bude 1. a 3. uloha.



Uloha 1(10 bod)

Fermion se spinem 1/2 je ptipraven ve stavu se z-slozkou spinu rovnou 1h a boson se spinem 1
ve stavu se z-slozkou spinu rovnou 0. V case t = 0 zapneme interakci H = Ews(l 52 Jaka
bude redukovand matice hustoty pro fermion v case t? Najdéte polariza¢ni vektor p pro tuto
matici hustoty a urcete ¢asy, ve kterych se jednd o matici hustoty cistého stavu.

Reseni: Bizi z vlastnich vektori z-slozky spinu pro fermion oznaéime {|+),|-)} a pro boson
{|1),]0),|-1)}. Pocétecni stav v case 0 je v tomto znaceni [¢)) = |+)|0). Pro nalezeni jeho
¢asového vyvoje si uvédomime, ze vlastni stavy |.J, M) celkového momentu hybnosti 51 4+ 52
jsou stacionarnimi stavy s energii

Ey=jws [J(J+1) = 35 - 101+ 1),
specialné
23) = 2110} + F ) a [5,3) = 2 9)j0) — 2[-)])
maji ostré hodnoty energie Fs /o = hw a E1 )5 = —2hw. Odtud vidime, Ze ¢asova zévislost vlnové

funkce bude
() = 2|3, 5) e + I |3, 5) €

tento stav v ma po dosazeni za stavy |J, M) ocividné v ¢ase t = 0 spravnou pocatecni podminku
a Casova zavislost je

[p(t)) = % [4)[0) (2=t 4 e2it) \/?5 -)]1) (et — e2iwt)
Redukovana matice hustory p je podle definice dana stopou pies bosonové stupné volnosti

() (1)1} + {0l (B} D]0) + (L) (w(D]1)
26754 2 )] 4 2 e — P )] = (o] ) (-]

—~

p

Ol =

kde p; = (5 +4cos3wt)/9 a p_ = (4 — 4cos3wt)/9. Tato matice odpovida ¢istému stavu jen
pokud Tr p? = p2++p2, = 1, coz nastane jen pro cos 3wt = 1, tj. pro ¢asy, které jsou celo¢iselnymi
nésobky periody T' = 27 /3w. Pro nalezeni polarizacniho vektoru upravime matici hustoty do
tvaru oy +p » 1
+ - —D- . o A
2 I+ 2 0, = §(I+p20'z),
takze polariza¢ni vektor méd nenulovou jen z-slozku p, = p; — p_ = (1 + 8 cos 3wt) /9.




Uloha 2(10 bod)

Uvazujme izotropni linedrni harmonicky oscilator ve 3D s frekvenci w a hmotnosti m. Napiste,

jak na zdkladé Wignerovy-Eckartovy (WE) véty, vypadd matice poruchy V' = Azy ve vlastnim

podprostoru odpovidajicim druhému excitovanému stavu N = 2 s energii £ = hw% V tomto

podprostoru (dimenze 6) muzete vzit bézi ze staciondrnich stavu | Nim) adaptovanou na sférickou
symetrii (I = 0,2, m = —I,...,1). Pro vyjadfeni celé matice 6 x 6 matice vyuzijte toho, ze

(200]2y|222) = iz?/V/3, (220]2y|222) = —iz2/V/6

Reseni: Z tabulky sférickych harmonik vidime, ze zy = C(Yas — Y2_o) = Tos — T5_5. Hodnota
konstanty C' neni podstatna, dulezité je, ze analyzovana porucha je rozdilem dvou slozek iredu-
cibilniho tenzorového operatoru 77;,,. Zadany maticovy element lze vyjadrit pomoci WE-véty

iz /V/3 = (200|zy|222) = —(200|Th_5|222) = —(00[2-222)(20]|T|[22)/V/1,

kde si muzeme z tabulky najit hodnotu Clebsch-Gordanova koeficientu (00|2-222) = 1/v/5,
takze snadno vyjadifme redukovany element (20|T[22) = —iz2v/5/v/3. Stejny redukovany
element kontroluje téz

(200]xy[22-2) = (200|Th2|22-2) = (00]222-2)(20]|T||22) = —iz2/V/3.

Vsechny ostatni maticové elementy (200|xy|2im) jsou rovny 0, kvali vybérovym pravidlum pro
Clebsch-Gordanovy koeficienty.

Zbyva urcit maticové elementy (22m/|xy|22m’), kontrolované redukovanym elementem (22||7°|22).
Ten urc¢ime podobné, jako ten prvni, ze zadané hodnoty

—ix2 V6 = (220|2y|222) = —(220|T5_5|222) = —(20]2-222) (22]|T||22)/V/5

s koeficientem (20(2-222) = v/2//7, takze vyjadiime (22||T||22) = iz2v/5v/7/(2v/3). S pomoci
koeficientti (22]2220) = (20]222-2) = v/2//7 a (21|222-1) = v/3/+/7 snadno nejdeme zbyvajici
nenulové elementy (ostatni nespliuji m = m’ + 2)

(222|2y]220) = (220|zy|222)* = (22]2220)(22|T|22)/V/5 = iz2/\/6,
(221|zy[22-1) = (22-1|ay|221)* = (21]222-1)(22(|T||22)/v/5 = ia2/2,
(220[2y]22-2) = (22-2|2y[222)* = (20[222-2)(22||T||22)/v/5 = ix?/\/6,

tj. celou matici muzeme shrnout zapisem

0 i/v3 0 0 0 —i/V3
—i/V3 0 0 i/Vv6 ;) 0
o 2 0 0 0 0 1/2 0
(2lm|xy|2U'm) = \xj 0 LilVE 0 0 0 i/V6
0 0 —i/2 0 0 0

i/V3 0 0 —i/v6 0 0

kde potadi baze je |2lm) € {|200), |222), |221), |220), |22-1), |22-2) }.



Uloha 3(10 bod)

Do kvantové étyftecky s jedno¢asticovym hamiltonidnem H = —hw(p + PT) ® fspm, kde w > 0
a P = |1)(2|+|2) (3] +3) (4] +|4) (1] vlozime dva elektrony (nerozlisitelné ¢astice se spinem 1/2).
Najdéte energie viech stacionarnich stavii a jejich stupeni degenerace. Reknéme, 7Ze tento systém
pripravime v prvnim excitovaném stavu s celkovym spinem 0. Jaka je pravdépodobnost, Ze oba

elektrony se nachézeji ve stejné kvantové tecce neboli, jaka je stfedni hodnota dvoucasticového
operatoru D = (|11)(11] + |22)(22| + |33)(33| + |44)(44]) & Ispin?

Reseni: Jednocdsticovy hamiltonidn je soué¢tem ¢lent v kazdém z nichz, pusobi operdtor H jen
na jednu céstici. Vysledné stacionarni stavy muzeme tedy hledat v separovaném tvaru, jako
(spravné anti-symetrizovany) soucin jednoéésticovych staviu a energie budou dény souc¢tem. Pro-
storovou ¢éast vinové funkce pak vynasobime prislusnou spinovou ¢asti, na niz energie nezavisi,
ale bude mit vliv na celkovou nasobnost kazdé vlastni energie. Prostovova ¢ast hamiltonianu
odpovida matici

01 0 1
1 010
Tl 01 |
1 010
jejfz vlastni vektory zjevné jsou [¢1) = 5(1,1,1,1)%, |¢2) = (1 0,—1,0)7, |¢3) = (0,1,0 -7
|ps) = ( —1,1,—1)" s vlastnimi hodnotami postupné —27&), 0, 0 2hw. SpanVOU. cast s

Vyhodou zvohme jako kaplované stavy celkového spinu |SM), takze tfeba singletni stav [00); =
)= — [+)|-)} je antisymetricky pii vymeéné édstic a vSechny cleny tripletu [1M), jsou sy-
metrické. Spinovou ¢ést tedy nakombinujeme se spravné symetrizovanou prostorovou ¢ésti, aby
vysledek byl antisymetricky. VSechny energie, stavy a stupen degenerace shrneme v néasledujici
tabulce

E=—4hw | [¢) = [¢1)]¢41)|00), 1x
_ 1) = S[¢1)[¢2)[00)s, = Al¢1)|¢2)|[LM)s,
P72 1) = Slonlonloo)., = Alon)lsaa, |
[9) = 360160 00)s, = Alon)én)[T),,
E=0 | [)=Slen)lo)l00)s, = Alda)|és)[1M),, | 10
) = |62) 02000, = |éa)ls}l00)s
- [0) = Slonl6a)00), = Alos)oa)1M),,
E=200 |~ lon)lealon)s, = Algsllenian), | 2
E = 4hw |) = |pa)|b4)]|00)s Ix

kde S|px)|dr) = f{’¢k>‘¢l> o) by} a Al ) = f{’¢k>‘¢l> |#1)| @) }. Tim jsme splnili
prvni tikol. Popisu stavu z druhého tikolu odpovidé [1)) = S|p1)|¢2)|00), nebo S|¢r)|és)]00)s.
Ukol splnime pro prvni z nich (muzete si vyzkouset, Ze pro druhy dostaneme stejny vysledek, jak
naznacuje symetrie tlohy, stejny vysledek tedy vyjde i pro jejich libovolnou linearni kombinaci).
Spinovou ¢ast budeme ignorovat, jelikoz operator D na spinu nezdvisi. Vlnovou funkei prepiseme
do puvodni baze roznasobenim vektoru ¢; a ¢o

) = $(2[11) — 2[33) + [12) + |21) — [23) — |32) — 34) — [43) + |14) + |41)).

Odtud je zjevné, ze ke stfedni hodnoté operatoru D prispéji jen prvni dva cleny a prislusna
pravdépodobnost tedy je p = |%’2 + ‘%}2 =3



Uloha 4(10 bod)

Meéjme dvé kvantové tecty do nichz muzeme vkladat bosony, takze boson v tec¢ce 1 je popsan
stavem |1) = a!|0) a boson v tecce 2 stavem ]2} = a}|0). Déle definujeme dvouddsticovy hamilto-
nién Hy = —A(alas+abay) a interakei V = (aPa% + ay&%). Ukazte, 7e |14 ) = Clal £al]?|0)
jsou vlastni stavy H, a najdéte piislusné energie a normalizacni konstantu C. Pro spravné
normalizované funkce najdéte stfeni hodnotu interakce (o |V]L).

vvvvv

1 T\ N1
Fockove prostoru z normalizovanych vektoru | Ny N2> m(al) \/NT!(CLl) |0> Pro vytvoreni
spravné normahzovaneho vektoru |1)4) si uvédomime, ze spravné normované kreacni operatory
jsou al, = \1[( + al), takze spravné normované je

_LGT2 _LGT ah)?
Iw>—\@( iy I0>—2\/§( 1 £ a3)7|0),

takze spravna normalizacni konstanta C' = ﬁi a roznasobenim dostaneme

[0) = ——=(ajal +afajEaial£ala})|0) = ——=(V2[20)+v/2]02)£2[11)) = %(|20>+|02>) )-

1 1
NG NG 7

Aplikace Hamiltonidnu je primocara
Holvs) = —A(alas + aar)[4(20) +102)) + F[11)]
_ —A[%(a2a1|20) + afas/02)) + L

= —A[3(V211) + V2[11)) £ 20) £ [02)]
= EFQAWi) = Elys),

L alag|11) + \/Lia;a1|11>]

takze energie téchto stavu je £ = F2A. Pro vypocet stredni hodnoty interakce je asi nejlepsi
vyuzit relace
alalara; = al(aral + [al, a1))ay = N? — Ny,

neboli
Vi) = 5N = N1+ NF = Na)lvs) = 5 5(4= (20 +02) &£ 5 (1= 141 = D[1)
a konecné 5 5 B B
(Ve|V]pe) = <¢i|§(|20> +02)) = Tt





