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Integrand upravime zavedenim hustoty objemovych a plosnych vazanych naboji relacemi
Py = =V -P =—divFP (129)
= P =-DivFP |, (130)

Naz

¢imz dostaneme

D/
dregpesn = /P/ v iav - /—7(11/' /ﬁ'-(5> av’ (131)
R , o R
V/ . P/ , P ,
= - v’ + / <—“> av 132
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Pug Mg
/ %de/ (%) av’ . (133)
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Tim jsme popsah vnit¥ni, vazané naboje a muzeme formulovat rovnice pro zbyvajici, volné naboje.

Intenzita Eyz, buzens vazanymi naboji je rovna Eig = —chv 4z, a dale plati uvniti Q'
div EUE = Pvaz + Pvol = — div ﬁ + pvol s (134)
div(eoE+P) = pea - (135)
Zavedeme-li veli¢inu D = gE+P | (136)
dostavame koneéné divD = py . (137)

Elektricks indukce D tedy zahrnuje prispévek vystihujici polarizaci P latky tak, ze divergence D
dévé hustotu uz jenom volngch nabojt. (Ve vakuu byl tento pfispévek pochopitelné nulovy.) Gaus-
suv zdkon elektrostatiky pak rika toto:

Tok elektrické indukce uzavienou plochou = celkovy volny ndboj wvnitr této plochy:

U= ?{ D- E‘ = / pdV =g¢q (Gausstiv zakon elektrostatiky) (138)
p) Q

2.13.2 Elektrické indukce D v latce; elektricka polarizace P
Pravé jsme nejobecngji zavedli (rov. (136)) elektrickou indukei:

Di=soE+P . (139)
Specidlni piipady: elektrickd polarizace je u mnoha latek (zvanych mé&kka dielektrika) pfimo
amérna elektrické intenzité; koeficient timérnosti x se nazyvé elektrickd susceptibilita:

P=coxE (140)
a lze psat

= (e0 +eoX)E =epcra =cE . (141)

kde ere:=1 + x se nazyva relativni permitivita a c:=cpzre (absolutni) permitivita. Dalsi
jednoduché (a stale jesté linedrni) zobecnéni je pro anisotropni latky (s nizkou krystalovou symetrif),
kde E a P maji rizné sméry; pak susceptibilita i obé permitivity jsou tenzory a plati

P = ZXjkEk . (142)
s
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Od zacatku az do 2.12 vcetné se zabyvame jen polem, naboji a vodi¢i ve vakuu; vliv latkového
prostiedi (dielektrikum) zahrneme az v 2.13.

2.1 Elektricky naboj — HRW 21 (22);

Elektricky naboj pokladame za prvotni pfi¢inu vSech elektromagnetickych jevi. Srov. téz kap. 1.2.1.
Porovname-li elektricky naboj ¢ s hmotnosti m coby zdrojem gravitaéni interakce, pak zjis-
time, Ze s nim souhlasi v téchto vlastnostech:

1. je fyzikdlni velic¢ina (stejué jako m);
2. projevuje se dalekodosahovou'® elektromagnetickou interakei a méii ,;mohutnost zdroje® (stejné
jako m se projevuje dalekodosahovym gravitaénim polem a méfi ,mohutnost* svého zdroje);

3. je atributem (neoddélitelnou vlastnosti) elementarnich éastic (stejné jako m);

4. je aditivni; soubor ¢astic ma tedy celkovy soucet rovny souc¢tu néboji vSech ¢astic tvoricich
soubor (stejné jako m v klasické mechanice);

5. plati pro néj zdkon zachovéni, celkovy naboj soustavy se s ¢asem neméni, HRW 21-6 (22.6)
(stejné jako m v klasické mechanice).

Naproti tomu se 1isi v téchto vlastnostech:
6. vyskytuje se kladny i zéporny (na rozdil od m);

7. je kvantovan, HRW 21-5 (22.5); vSechny ¢astice, které znadme, maji ndboj, ktery je celistvym
nasobkem elementarniho naboje e ~ 1,6-1071 C (m takto jednoduse kvantovana neni).
Kvarky maji sice tietinové naboje (u, ¢, t: %; d, s, b: 7%), ale Castice z nich stvofené uz maji naboj jen celistvy (baryony:
proton = uud, antiproton = @ad, neutron = udd, A = usd; mezony: 7+ = ud, K = s, B® = db, nc = ¢¢;);

8. je relativisticky invariantni (na rozdil od m).

2.2 Coulombuv zakon — HRW 21-4 (22.4)

Dva nosife naboje na sebe pusobi silou pfimo Gmérnou souinu giga svych nédboji a nepfimo
tmérnou ¢tverci své vzdalenosti r: 0

F T (37)
Néboje stejného znaménka se odpuzuji, naboje riznych znamének pfitahuji. Tento zédkon objevil
uz r. 1785 francouzsky fyzik Charles Augustin Coulomb.
5?7 Mate kulicky 1, 2, 3, 4. Vite, ze 1-2 se pfitahuji, 3-4 odpuzuji. Jsou pry dvojiho druhu A, B a jsou dvé moznosti:
1: stejné druhy (tedy A-A nebo B-B) se pritahuji (jako hmotnosti) a razné druhy (A-B) se odpuzuji;
2: stejné druhy se odpuzuji (jako néboje) a rizné druhy se pritahuji.
Jak poznate, co je pravda? Odp. je na str.6.

Piesné experimenty (viz [2]) potvrzuji platnost Coulombova zdkona uz od r > 10715 m. Pokud
by exponent nemél bj’t pFesné —2, ale —246, pak uz z Maxwellovich pokust plynulo, ze § < 5x107%;
soucasné pokusy davaji § < 6 x 10717 (viz [7]).

Chceme-li Coulombuv zékon vyjadrit ¢iselné, musime zavést jednotky pro ndboj a zmérit kon-
stantu imérnosti. V soustavé SI byla zvolena za jednu ze zakladnich jednotek jednotka elektrického
proudu, ampér A. Z ni je odvozena jednotka naboje, coulomb, jako naboj ¢ pfeneseny elektrickym
proudem I = 1A za jednu sekundu: [¢] = 1A-s = 1C, coulomb (viz rov. (174)).

Coulombuv zakon pak Fikd, Ze pro ¢astice i s polohou 7; a ndbojem ¢; je sila ﬁlz, kterou piisobi
Castice 2 na ¢astici 1 ve vakuu, rovna

= 1 q@ 5
Fig = — 222 R 38
12 dreg R2, 12 (38)

0 Dalekodosahové sily ubyvaji se vzdalenosti polynomiélng (1/r™), zatimco kratkodosahové (napi. jaderné) sily
ubjvaji exponencialng (e~").
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kde Ry = 7 — 7% je relativni polohovy vektor ¢astice 1 od Castice 2, Ru je pfisluém’f jednotkovy
vektor a konstanta ey zvana elektricka konstanta (nebo téz perm1t1v1ta vakua) je rovna

107
471'03

g0 = ke 'm?s1A% ~ 8,854 10712 F/m (39)

kde ¢p = 299792458 m/s je svételna rychlost (rychlost svétla ve vakuu). Jednotku F, farad, pro
kapacitu zavedeme v kap.3.3.

Pribliznou ¢iselnou hodnotu (hlavné rad!) si pamatujte, to se hodi. Ale tu prvni jednotku se rozhodné neucte. Kdybyste ji
snad nékdy potiebovali, tak ji odvodite jednoduchou rozmérovou ivahou z rozméri ostatnich veli¢in v rov. (38).

2.3 Elektricka intenzita — HRW 22-2 (23.2)

Casticové pojeti piisobeni ndbojit na sebe jsme pravé predvedli: dvé nabité éastice Q, Qs n:iboii
a1, g2 a sebe ve vakuu pu@obl (bezproqtrpdne) jistou silou podle rov. (38) tato sila je tmérna
sou¢inu ndbojli a nepfimo mérna ¢tverci jejich vzdélenosti, je centralni a je pfitazliva pro ndboje
opafnych znamének, odpudiva pro naboje se stejnymi zndménky

Polni pojeti téze situace bude nasledujici: Naboj ¢’ v bodé 7’ kolem sebe vytvaii pole E zvané
intenzita elektrického pole neboli elektrickd intenzita. Ta ma v misté 77 hodnotu

&

() = Lo (10)
4meg R?
kde zna¢ime R = 7—7' a R0 = g je jednotkovy vektor ve sméru vektoru R. Elcktricka intenzita F (™)

zpiisobuje, Ze na naboj o hodnoté ¢ nachézejici se v misté 7 piisobi sila F = qE(F). Pfipomertime,
Ze zatim jde o elektrostatiku, tedy o situaci, kdy se s Casem neméni ani parametry zdroje ('), ani
pole (¢).

2.3.1 Silokfivky (silo¢ary)
Vektorové pole — zde F — ¢asto znazoriiujeme soustavou silok¥ivek (hovorové silocar), tedy kiivek
popisujicich toto pole

e vzdy co do sméru tim, Ze te¢na k silokfivce udédva smér pole;

e n¢kdy i co do velikosti; tu naznacime tim, ze velikost pole v daném bodé je imérnd poctu
silokfivek v jeho okoli.
Ma-li diferencidlni tecny vektor k siloktivce v daném bodé i slozky di¥ = (dz,dy,dz), pak rovno-
béznost s E zapiSeme pomoci skaldrni veli¢iny A (s potfebnym rozmeérem) jako

E=MF |, (41)

odkud rozpisem do slozek a eliminaci A dostaneme
Eydz—E.dy = 0 (42)
E.dzx—E,dz = 0 (43)

E,dy—Eds = 0 (44)

kde samozfejmé kazda ze tii slozek E je obecné funkei vSech ti1 proménnych =, y, z. Ekvivalentni
zapis je uzitim vektorového soucinu
Exdi=0 . (45)

Pojem silokiivky je dostatecné zndm z mechaniky (v mechanice tekutin odpovida pojmu proud-
nice), proto ho zde nebudeme podrobnéji rozebirat. Pripomenme jen, Ze silokiivky maji smysl hlavné
lokélni; globalni vyroky o jejich tvaru predpokladaji hluboké znalosti o chovani funkce E a zpravi-
dla nejsou moc potfebné. (Napf. nepatrnd zména na jednom misté mize podstatné zménit priabéh
siloktivky ve vzdélengjsich mistech; silokiivka magnetického pole B proudové smycky obvykle husté
vypliiuje plochu apod.)
& K terminologii: silokiivky (¢i silo¢dry) popisuji nazorné rozlozeni vektorového pole a pravé silové pole bylo
prvni; odtud nézev. Obecné lze mluvit o vektorovych liniich, ale nehrozi-li nedorozumeéni, ztistaneme u silokfivek.
Obdobné u pole rychlosti proudici kapaliny byly zavedeny proudocary, nyni zvané proudnice.
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Podobné z integralnich transformaci napf. plyne
* Fourier: 0(z — a') = 5= [*_ exp(ik(z — 2'))dk,
* z ortogonalnich funkei (Bessel) d(p — p') = p [;° kJm (kp)Jm (kp')dk apod.
Pro ¢-funkei vice proménnych pouZijeme jakobidnu J = |J;;| = \B—I'L| transformace:

*6(7) = 8(2)d(y)d(2) = 76(£1)0(&2)d(€3) apod.

2.12 Greenova véta. Obecné FeSeni Poissonovy tlohy. Greenova funkce

Ukazeme, ze libovolné pozadované pole ¢ v oblasti Q mizeme vytvorit jako superpozici pole ndbojt
s jistou objemovou hustotou p uvniti Q, a dale ndboji a dipdlua s jistymi plosnymi hustotami 7,
a nq na hranici 9 = ¥ této oblasti. Specidlné, pole buzené zdroji libovolné rozlozenymi v celém
prostoru miZeme uvniti této oblasti £ vytvofit (tymiZ) zdroji uvniti oblasti  doplnénymi vyse
popsanou superpozlcl nab0]u a dlpolu na hranici oblasti Q.

Pfipomeiime: pro £ = — 7/ plati VR" = —V/R" = nR"~2R; Ag L =05 L — _4n§(R) = —4nd(z — 2')6(y — y')5(z — 2')

7 Gaussovy véty fQ dlvvdV:f(m - (E’ pro ¥ = (¢V¢ — u§¢) dostaneme Greenovu vétu

/ (A — pAP) A2 = / (Ww - @/JW) 5] (124)
N
Piejdéme od 7k 7/, dosadme ¢ = % a uvaime, e V't = —ﬁég, Ay = —dns(R) a Ay = —E;; pak
_ (ANS(B _lp(":‘,) /_/ (=t E_ 6/<r°(7_'l) py
A /QI <59(7“ )o(R) R dneq dQ' = o (T )R3 i -dX , odkud  (125)
o) L (o R V) =
o) = oo / B+ o) 5 + s’ (126)

Prvni ¢len je potencidl generovany ndbojem rozloZenym s hustotou p v oblasti €', druhy a tieti
popisuji potencidly generované normalové orientovanymi dipdly s plosnou hustotou ¢(7’) a naboji
s plosnou hustotou V. (7’), oboji na povrchu 9 sledované oblasti .

Zkuste si jako cviceni co nejpeclivéji véechno odvodit s presnym rozlisovanim, co a pro¢ je funkci 7, 7/, R nebo R.

2.13 Gaussuv zakon v dielektriku; tHRW 25-8 (26.8) 2013-10-26
2.13.1 Gaussuv zakon obecné

Vyjdeme z rov. (115) svazujici tok indukce D uzavienou plochou ¥ = 99 s celkovym ndbojem
uvnit¥ ve vakuu. A kdyZ je uvnitt 1ldtkové prostiedi, tak budeme sledovat ionty a elektrony a ,pro
samé stromy neuvidime les“.
Z molekulové struktury latek je ndm znamo, ze i navenek neutralni latka, pro niz plati tedy
) = Jo p'dV’ = 0 pro kazdou makroskopickou oblast €, obsahuje uvnitf Q' nabité ¢astice
(vazané naboje s hustotou pys,) a lze ji pferozdélenim téchto naboji polarizovat (vngjsim polem
¢ mechanickou deformaci u piezoelektrickych latek s nizkou symetrii stavebni bunky). To se do-
date¢éné projevi i na elektrické intenzité i indukci. Neradi bychom ovSem popisovali vazané naboje,
na které ,nemuzeme*, které se premisti samy, a spolu s volnymi ndboji o hustoté pyo vytvareji
thrnnou hustotu naboje p ve zkoumané oblasti:

P = Peelk = Pyol + Pyiz - (127)

Zkusme proto popsat jen fenomenologicky, co se déje.

Procesem polarizace vznikly v neutralni ldtce dipdly; oznaéme jejich hustotu P’ (jde o zdroje,
proto jejich poloha je popséna ¢arkovanou proménnou). Elementéarni dip6l p'budi pole s potencialem
p= 47:50 7 R/r® (podle rov. (94)), takze podle principu superpozice bude potencial dany polarizaci
latky

1 (PR
47Tc0 R3

van = / Pav’. V’ av’ . (128)

471'60



2 ELEKTROSTATIKA 2019-01-02 29

a také rot D = 0.
Spojenim obou rovnic (116) a (117) dostaneme koneéné pro potencidl ¢ buzeny ve vakuu na-
bojem s hustotou p v oblasti Q vztah
div graﬁgp =Ap= G (Poisson) . (119)
=]

Tato rovnice se nazyva Poissonova.
Pokud v uvazované oblasti naboje nejsou, dostavame homogenni rovnici zvanou Laplaceova:

Np =0 (Laplace) . (120)

K jednozna¢nému urceni potencidlu pot¥ebujeme v obou pfipadech jesté okrajové podminky, napt.
hodnotu funkce ¢ nebo normalové slozky V¢ jejiho gradientu na hranici 02 zkoumané oblasti €.
Funkce splitujici Laplaceovu rovnici se nazyvaji ¢asto funkcemi harmonickymi.

2.11 o-funkce 2017-09—30

»J0, kdyZ se nechce, tak je to mnohem téZsi, nez kdyz to jenom nejde.“ Toto zivotni moudro, spolu
se zjisténim, ze clovék konstruktivni se pta JAK (to udélat), zatimco lenoch hleda PROC (to nejde),
budeme ted potfebovat pro pojem J-funkce.

Jak zapsat hustotu 6(7) jednotkového bodového naboje umisténého v pocatku soufadnic? Jak
prechdzet mezi spojitym a diskrétnim rozlozenim néboje? Mame dva protichtidné pozadavky:

1. 8(7) = 0 pro 7" # 0, protoZe naboj je bodovy;
2. fQ 4(7)d7 = 1 pro libovolnou mnoZinu Q2 obsahujici poc¢atek, protoze naboj je jednotkovy.

,Funkce 0“ je tedy vSude mimo pocatek nulovd, a v pocatku musi mit tak obrovskou hodnotu
(nekoneénou), aby se zachranila druha podminka. OvSem jak brat uvedeny integral? Riemanntv
integral se nehodi, bude nekoneény, Lebesgueiiv zase nulovy, protoze hodnota funkee v jediném
bodé (obecné: na mnoziné miry 0) nemuze zménit jeho hodnotu. Tedy funkce 6(F) (v obvyklém
slova smyslu) neexistuje.

Zkusime na to jit jinak. Ze zndmého rozloZeni ndboje p dostaneme pole (napf. potencial ¢)

/

principem superpozice rov. (62): ¢(7) = ﬁ J &di’, zatimco naopak ze zndmého pole ¢ dostaneme
rozlozeni naboje z Gaussova zakona ve tvaru rov. (119): Ay = —p/eg. Zkusime-li si to ovéfit na
pfipadu jednotkového bodového naboje v poc¢atku souradnicové soustavy, vyjde ndm

1 1
5P = p(F) = —egN\—— = —AN—— 121
() = pli) =~ o = =D (121)
Derivace da vSude nulu, kromé poc¢atku, kde neni definovana (a akceptovali bychom, zZe je neko-
ne¢nd). Vysledek vypada rozumné a vede nas k tomu, Ze ,na tom néco je“. Zejmé ale formulace
byly natolik végni, Ze jim doslova vyhovét nelze.
Druhy pozadavek zarucuje dalsi potfebnou vlastnost d-funkce:

[ 1wt - e = ) (122)

tedy ze d-funkei lze poklaat za jadro jednotkové konvoluce. Matematicky zcela korektni zpracovani
o-funkce podava teorie distribuci. Zde v8ak vystaéime s pfibliznym, intuitivnim postupem: budeme
uvazovat posloupnost funkei d,(x) se zmensujicim se nosi¢em polem poéatku z = 0 a s plochou
rovnou jedné (nebo aspoil s plochou blizici se jedné pro n — o0). Pak napf. pfechozi rovnici lze
psat zapisem
—00
Jm [ 5@ = e = ) (123

a je mnoho posloupnosti funkei §,(x) spliujicich tuto rovnici, napi.:

* obdélnik* 4,(z) =n/2 proz € [—,—11, %] 0 (z) = 0 jinde;

* trojthelnik® &, (z) = 1+na proz € [-1,0], d,(z) = 1 —nal prox € [0, 1], 6,(z) = 0 jinde;

* yzvon® n(x) = /Z exp(—na?) pro n € |- oo, ool;
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2.4 Princip superpozice - HRW 21-4, 13-3 (22.4, 14.3)

Receno strucéné a presto pravdivé, popisuje princip superpozice tuto situaci:

Nastane-li nékolik pricin najednou, vyvolagi soucet svijch disledki (a nic navic). ‘

Matematickym popisem principu superpozice je prima tunéra, linedrni zavistost.
& Tii zévazicka zptsobi na siloméru vichylku rovnou souétu vychylek jednotlivich zavazicek; princip superpozice
plati. Tisic zavazi by silomér nejspis poskodilo; princip superpozice by neplatil. Princip superpozice také neplati
v situaci, o které se fika ,,Stokrat nic umorilo osla“.

Pro silové ptsobeni nabojt princip superpozice plati. Plati i pro pole vytvarené naboji . Mame-
li tedy N néboju qx = ¢1, ... gy s polohami 7} a znac¢ime-li R;, = 7; — 7%, pak sila pusobici na

3 Ju g q q p P p

prvni naboj od ostatnich je rovna

N
— — — — — ! =
Fy = Fo+Fs3+-+Fiy= Z Fy, , coz zapisujme Z Fyj, resp. podle rov. (38)
k=2 k
= 1 'q19k 50
o= —R 46
! 47T€4); R%k 1k ( )

Cérka u znacky sumy Y, znadi, Ze p¥i s¢iténi vynechdme jeden index (zde k = 1) tak, abychom
neuvazovali piisobeni nédboje (zde prvniho) sama na sebe.
Stejné tak plati princip superpozice pro elektrickou intenzitu:

N
Ey = Ep+E+-+FEy= z E1x  neboli z/qukA resp. podle rov. (40)
k=2 k
- 1 I qk 30
B = —S ' 2 5 4
1 47r50 - R%k le ( 7)

2.4.1 Rovnovaha

Lze vymyslet konfiguraci ndboji, které budou v elektrostatické rovnovaze. Jsou to napf. dva kladné
néboje +4e a uprostied mezi nimi elektron —e (klasicky Buridaniiv osel mezi dvéma otypkaimi sena).
Spocitejte si, ze opravdu vysledna sila puisobici na kazdy z téchto tf¥i ndboju je nulova. Uvazte ale
také, Ze tato rovnovéha neni stald. Energie £(7') soustavy jako funkce polohy 7 jednotlivich ndboji
ma sedlovity tvar: vzdy najdete sice sméry, v nichz se ndboj po vychyleni vraci zpét (elektron: kolmo

z kladnych nébojit). Rovnovéha je tedy uhrnem vratkd. Obecné plati Earnshowova véta:

Libovolnd soustava ndboji (i s dipdly, multipoly, vodici atd.) se neudrzi ve stabilni rovnovdize
jen elektrickymi, pripadné gravitacnimi silams.

<— Diikaz Earnshowovy véty plyne z vlastnost{ harmonickych funkci, tj. funkei ¢, pro néz plati Ap = 0. Tyto mohou
mit maximum jen na hranici 9Q mnoziny €, na niz jsou definovany. A funkce £(7’) je harmonickd v proménnjch
soutadnic 7/ zdroji pole. Argument v [2], str. 49, je mylny, napi. pro funkei ¢ = z* +y* + 2*%).
& Klasicka fyzika proto nedokaze vysvétlit stabilitu atomi, molekul, pevnych latek apod. U samotnych gravita¢nich
sil lze situaci zachranit dynamickou rovnovdhou, kde ¢astice kolem sebe obihaji po stabilnich drahéch jako planety
kolem slunce. To vSak u nidboje neni mozné, protoze v teorii elektromagnetismu se ukazuje, ze naboj pohybujici se
jinak nez rovnomérné pfimocafe musi vyzarovat, a tedy ztracet energii.

Earnshowovu vétu lze stejné dokazat i pro magnetostaticka pole, ale jen tehdy, pokud v soustavé
nejsou diamagnetika; ta maji ug < po. Proto pro supravodice (kterd jsou idedlni diamagnetika a je
v nich B = 0), véta neplati a supravodi¢ v magnetickém a gravitaénim poli miiZe stabilng levitovat.
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2.4.2 Hustota naboje

Extenzivni veli¢ina () je definovana na oblasti © a plati pro ni princip superpozice, tj.
Q=Y a0~ [aq (48)
- Q
K3
kde Q je sjednoceni disjunktnich oblasti 2; a @; je hodnota @ na oblasti ;. Pak m4 smysl zavadét
hustotu p (z,y, z) veli¢iny @ takovou, ze
dQ = pdadydz (49)

takze celkova hodnota @) v oblasti Q je rovna souétu — v tomto pfipadé integralu — z diléi veli¢iny
(hustoty) pres tuto oblast:

Qq = / p(F)dzdydz , asto zapisovany / pdV, / pd’r, / pd®7 (50)
Q

e Zapis dV je zde ovsem zkratkou za dx dy dz, nikoli diferencidlem samostatné proménné V, jako napf. v termodynamice.
o Posledni zapisy pfipominaji, ze d*7 ma rozmér L3, nikoli L.

Je-li veli¢inou @ naboj g rozdéleny v prostorové oblasti © ¢i na povrchové oblasti ¥ ¢i na ¢asti
I’ kiivky, pak takto zavddime objemovou hustotu p naboje (zvanou zpravidla jen hustota
naboje) & plosnou hustotu 1 naboje ¢ délkovou'! hustotu naboje . Plati

@ = /“n(f)dmdydz (51)
= = /E 0(F)dErdes (52)
o = /F A(P)de (53)

kde integraéni proménné z, y, z, &1, &2, £ prochézeji pfislusnou integraéni doménu (tj. Q & X ¢ I').

S pouzitim aparatu o-funkee (str. 29) milzeme vSak pouzitim objemové hustoty popsat vSechny

ostatni hustoty, i bodové ndboje; napi. bodovy néboj ¢ lezici v misté 7/ ma v bodé 7 hustotu
p(r) = qé(ﬁ) =qd(z —2')0(y —y')0(z — 2’)  (hustota bodového néboje) (54)

2.4.3 Elektricka intenzita libovolné& rozloZeného naboje

Podle principu superpozice mizeme ,slozit“ diléi infinitezimalni pole. Budeme-li znacit polohu 7

bodu v poli a polohu 7/ ndboje budiciho pole, potom plati

g L p(F) 5005 / 30 332
E(F) = /Q 7 R°A’F"  struéné Tnee RZR d’7 (55)

47‘1’5()

kde znacime R = 71— a B = & 7 Je jednotkovy vektor ve sméru vektoru R. Casto se pro strucnost
znadi p’ = p(7’), jak je uvedeno v poslednim vyrazu, a vynechava se integra¢ni obor Q (lze ostatné
integrovat pres cely prostor, kdy# tam, kde ndboj neni, polozime p’ = 0).

' Dfive obéas uzivany termin linearni (lat. linea = kiivka) neni vhodny, protoze se kiizi s pojmem linearni
zavislosti v matematice.
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Tok ¢ elektrické intenzity E uzavienou plochou ¥ je iumérny celkovému ndboji g uvniti ¥:

fE E:_i (113)

2.9.2 Elektrickd indukce ve vakuu, Gaussuv zdkon elektrostatiky

Zavedme, zatim jen ve vakuu, nové pole elektrické indukce D

D=¢gE  (zatim). (114)

Pak z rov. (113) trivialné plyne

Tok W elektrické indukce D uzavienou plochou je roven celkovému ndboji q uvniti ¥:

= f p.a¥= / pdV =g¢q (Gausstv zékon elektrostatiky ve vakuu) (115)
) Ja

<= Nové zavedené pole D se vém nejspis zdé zbytecné, kdyZ je prosté nasobkem (,0svédceného® ) pole elektrické
intenzity E. Tak tomu opravdu je ve vakuu. Pole D ocenime a7 tehdy, az se budeme zabyvat situaci ve hmotném
prostiedi v kap. 2.13. To bude navic tvofeno vizanymi nabitymi éasticemi tvoficimi latku, ale téch si nebudeme
chtit viimat. Budeme je chtit fenomenologicky popsat vhodnou makroskopickou vlastnosti materialu (polarizaci),
a pracovat explicitné jen se zbyvajicimi (volnymi) naboji. Vazané naboje pak zahrneme do elektrické indukce D
v rov. (136).

2.10 Obracena uloha. Poissonova a Laplaceova rovnice

Coulombiiv zdkon ve tvaru rov. (55) a vzorec pro potencial libovolné rozlozeného néboje rov. (62)
tesi tlohu nalézt pole, je-li zadédno libovolné rozlozeni zdroju p; pfitom naboje, jak bodové, tak
i rozlozené s hustotou délkovou ¢ plosnou, postihneme v prostorové hustoté pouzitim d-funkce
(str. 29). Nyni se budeme zabyvat tilohou obracenou — najit, jaké musi byt rozlozeni zdroji, aby
vytvorilo v oblasti Q predepsané pole. Uvidime, Ze i tato Gloha je vzdy FeSitelnd, a to jednoznacné
napf. v tomto smyslu: k libovolnému potencidlu ¢ uvnitt oblasti Q2 najdeme takové rozlozeni naboje
p uvnitf Q a plosnou hustotu ndboji a dipdli na 99, které vytvori uvnitt Q pozadovany potencial.
& Podobnymi tilohami se v matematice zabyvé teorie potencidlu, siroka oblast s sirokou praktickou aplikaci.
My ji pfenechame existen¢ni diitkazy a omezeni kladena na zadavané funkce z matematického hlediska. Omluvou
nam bude nejen prakticky pozadavek, kdy vSechny veli¢iny jsou zméreny jen s kone¢énou presnosti, ale i principidalni
fakt, ze v makroskopické fenomenologické teorii elektromagnetismu se setkdame jen s dostateéné hladkymi funkcemi
(vzniklymi vystfedovanim funkei mikroskopickych), a nanejvys s modelovym skokem na rozhrani dvou prostiedi.

Pouzitim Gaussovy véty z matematiky na Gaussiv zékon ve tvaru rov.(115) dostaneme, Ze
plati rovnice [, div DV = Jo pAV. Jsou-li si vSak rovny integraly pies Libovolnou diléi oblast Q,
pak predpoklddame, ze si budou rovny i integrandy, tedy ze v celé oblasti {2 bude platit

divD=p . (116)
& Toto tvrzeni je ekvivalentni tvrzeni, ze z platnosti rovnice fn z)dz = 0 pro libovolnou oblast 2 plyne f(x) = 0.
To by si ovSem vyzadalo hlubsiho rozboru; protiptikladem by byla napi. funkce f(x) nenulovd na mnoZiné miry 0,

jinde nulova. Spokojme se vSak napf. s pozadavkem spojitosti funkce f; pak véta plati.
Pfipomenme déle, ze intenzita E byla konzervativnim polem, protoze méla potencial ¢:

= grady . (117)
Pak ziejmé plati také, ze D=—¢ graa . Z téchto rovnic plyne, ze

rotE= 0 (118)
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Objemovou rychlost % =7 CE‘) 1ze interpretovat jako infinitezimalni tok di» vektoru ¥ oriento-
vanou plogkou d_E) Snadno nahlédneme, Ze tento tok je roven dy) = ¥+ (ﬁ pii libovolné prostorové

orientaci uvazovné plosky dX.. Z aditivity plyne, Ze ma smysl definovat tok vektorového pole ¥
obecnou orientovatelnou plochou ¥ jako soudet (integral) dil¢ich tokti:

h = / dy = / 7.4z (tok 1 vektoru ¢ plochou X) (108)
b} P

& Vsimnéte si, ze doba dt, uzitecna pro nazornou interpretaci toku tekutiny, se v definici toku uz nevyskytuje. To

nam umoznuje uzit pojem toku i na vektorové pole nemajici charakter rychlosti néjakého pohybu.

2.8.1 Tok uzavienou plochou

Uvazujme nyni plochu ¥, kterd je uzaviena a vymezuje jistou 3D vnitini doménu Q o objemu
2 (je zfejmé O = ¥). Pak celkovy tok uzavienou plochou ¥ bude roven objemovému mnozstvi
tekutiny, které v objemu Q ubyde. (Na tomto ibytku neni nic mystického, ani kdyZ tekutina je
substanci: plyn tam prosté ziidne, klesne jeho hustota p, ale jeho celkovd hmotnost se pfi proudéni
bude zachovavat.)

Gaussova véta z matematiky vysvétluje termin ,divergence® pole (lat.: rozbihdni, ubytek):

/ dive dV = 7{ 7oA = ¢ v,dy (109)
JQ J o o
KrouZek na znaéce integralu pfipomind, e integracni plocha je uzaviena.

2.9 Gaussuv zdkon — HRW 23 (24)
2.9.1 Gaussitv zékon pro E a bodovy naboj

Aplikujme Gaussovu vétu na pole E elektrické intenzity.

Uvazujme nejprve pole jediného bodového naboje Q o naboji ¢ > 0 v poc¢étku soufadnic a kolem
néj kouli K. o poloméru r. Vyty¢ime z naboje elementirni kuzel majici vrcholovy tGhel df2. Ten na
kouli K, vytind plosku d¥ s obsahem dX = r2d(2. Ploska m4 zfejmé vnéjsi normalu v radidlnim
sméru 7% souhlasné rovnobéimou s intenzitou £ pole buzeného nabojem. Tok pole E ploskou d¥ je
tedy roven

‘ 7 1 q
dp=-1 0= q0 . 110
v 471’6() TZT 47T£4) ( )

Tok intenzity E celou kouli K, (a to s libovolnym polomérem r) bude tedy

) 1 q q
b= | do = d2 = ——dr=— 111
v /K v 47750/}( 4meg T e (111)

protoze plny prostorovy thel ma velikost 4.

Nezavislost toku na poloméru koule dava tusit, Ze uzaviena plocha obklopujici naboj mtize mit
libovolny tvar, nejen koule s (libovolnym) polomérem 7. Opravdu, $ikma ploska d¥ odpovidajici
elementarnimu kuzelu, jejiz norméla svira thel 0 s radialou 79, ma sice obsah vétsi (a to %), ale
tento ,zisk“ se pfesné ztrati skalarnim soucinem. Tok 1 elektrické intenzity E bodového naboje g,
ktery je uvniti uzaviené plochy ¥, je roven %:

w:éﬁﬁ:i (112)

€0 ’

Bodovy néboj ¢, ktery by byl vné objemu uzavieného plochou X, se vSak v celkovém toku
neuplatni: jeho elementarni kuZel protind plochu uvazovanou dvakrat, a to v opa¢nych orientacich,
takze se oba piispévky navzajem vyrusi.

Nyni sta¢i pouzit princip superpozice na libovolnou soustavu naboji unitf oblasti vymezené
plochou ¥ a dostaneme zavéreénou formulaci:
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2.5 Potencidl - HRW 24 (25)
2.5.1 Zavedeni potencidlu — HRW 24-3 (25.2)

Pro popis elektrické interakce — sily F pusobici mezi naboji — jsme zavedli v kap. 2.3 elektrickou
intenzitu E. Je to vektorové pole, tedy trojice nezavislych funkci. Ukazuje se vsak, ze popis muzeme

zjednodusit. V mechanice existuje k vektorovému poli konzervativni sily ﬁ(F’) (napf. tihové sily)
F()

m

skaldrni pole potencialni energie U () a k vektorovému poli intenzity'2 I (") = pole potencialu

o(F) = U@ tak, ze plati

(i) = —gradU(7) = VU (56)
[(7) = —grado(f) = —Ve(@) . (57)

& Operator nabla v je vektor, proto ho zde pro pfipomenuti pisu se Sipkou. V literatufe je zpravidla misto Sipky
tistén tucne.

Podobneé i v elektrostatice 1ze zavést k elektrostatické sile potencidlni energii a zejména lze k poli
elektrické intenzity E(F’) zavést elektricky potencidl ¢(7) takovy, ze plati

E(7) = —grad o(F) = ~Vi(7) (58)

Z uvedené definice je ziejmé, Ze potencidl je definovany az na aditivni konstantu, tj. vyhovuje-li
potencial ¢() dané uloze, pak potencial ¢/ () = ¢(F) + konst ji vyhovuje také.

Konkrétné pro energii soustavy dvou bodovych!® naboji Q, Q' s naboji ¢, ¢’ a polohami 7,
plati

!

Lo -
U(R) = yr—— + konst (59)

kde R = |F — 7|, a pro potencial ¢ bodového naboje Q ve vzdalenosti R = |F— 7’| od ngj plati

_ 1l a
©(R) = TR -+ konst. (60)

ProtoZe méfitelnou veli¢inu (silu ¢i intenzitu) z energie ¢i potencidlu ziskdme derivaci, mtze byt
tato konstanta libovolna. Volime ji tak, aby potencial mél vhodnou hodnotu (napi. 0) ve vhodném
misté (napf. v nekone¢nu, na vhodném vodi¢i apod.). Princip superpozice plati i pro potencial,
takze pro soustavu bodovych ndboji s ndboji ¢x a s danymi polohami 7 plati

1 9k
) = —— - ki t 1
(7 Tre Ry + kons (61)

a pro spojité rozloZeny naboj s hustotou p(7’) je potenciél

1 Fh
p(f) = / f,)(r) 437’ + konst, dasto struéné psano (srv.rov. (55)) (62)
4meg Jo |7 — 7|
1 /.
= 7 / /)§d377 " aditivni konstanta a integra¢ni obor se rozumdji samy sebou. (63)
TEQ

Jednotkou potencialu je joule na coulomb, J/C. Vyskytuje se tak ¢asto, ze ma své jméno, a to
volt'* (italsky fyzik Alessandro Volta):

1V=1J/C (64)

12 Kktera je u gravitacniho & tihového pole totozna s gravitaénim & tthovym zrychlenim

13 Zde cviené rozlisujeme objekt Q (nosi¢ néboje, bodovy néboj) a jeho vlastnost — fyzikalni veli¢inu, naboj q.

1 Pripomefime pravidlo, Ze jednotky odvozené od jmen osob maji nazev s malym pismenem a znacku s velkjm:
volt V, ampér A. Vyjimkou je povolen litr i jako L pro moznou zaménu malého pismene 1 s ¢islovkou 1.
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Piipomenme, Ze potencial uréujeme v jednom bodé (a je ur€en jednozna¢né, aZ na volitelnou
konstantu, jak vime); rozdil potencial zvany napéti je vzdy mezi dvéma body (a ona konstanta
uz se v ném nevyskytne).

Rov. (58) uréi neznamou intenzitu z daného potencidlu. Mame-li obrdcené uréit neznidmy po-
tencidl k dané intenzité, dostaneme ho kfivkovym integralem:

o) = = [ B o'+ ) (©)

T¥i pozndmky:
1. konstanta ve vzorci (59) a nésledujicich je ddna volbou vychoziho bodu 7;

2. pokud je F nebo F konzervativni, tak integral v rov. (65) nezavisi na integraéni cesté. Pokud
neni, pak budou hodnoty integralti pro rizné cesty obecné rizné a potencial nelze zavést;

3. toto vSe plati v elektrostatickém poli. V obecném poli, kde rot B # 0, jsou potencial i napéti
definovany pfiméfené této okolnosti (str. 53).

Spréavnost rov. (65) nahlédneme dosazenim z rov. (58):

- [(E@-ae= [ aradpa= [ <g—idz+%dy+g—fdz)=/_dso=sO(F)—sD(Fo) (66)

Je také zfejmé, co by se stalo u pole nekonzervativniho: tam by vyraz v zévorce nebyl plnym
diferencialem a integrace po ruznych cestich by obecné vedla k ruznym vysledkim.

2.5.2 Ekvipotencialni plochy — HRW 24-4 (25.3)

Podobné jako vektorové pole jsme znézortiovali vektorovymi liniemi (silokfivkami), miZeme nazorné
zobrazit skalarni pole ekviskalarnimi plochami. V pripadé potencialu se jim ik ekvipotencialni
a jsou to plochy, na nichz mé potencial tutéz hodnotu: ¢ = ¢ (viz napt. obr. 24-2 (25.2) a dalsi
v HRW). Maji tedy stejuy vyznam jako vrstevnice, spojujici na mapé mista se stejnou hodnotou
nadmofské vysky.

3?7 Silokiivky jsou kolmé k ekvipotencidlnim plocham; dokazte to! Odp. je na str.8.

2.5.3 Energie naboju a pole

Nejprve hrubou uvahou projdeme od energie soustavy bodovych nabojui pfes nabité kontinuum
k polnmu pojeti; dodateéns rozebereme problematiku podrobnéji.

Soustava bodovych naboju Uvazujme soustavu N bodovych!® nabojit ¢; v mistech #; prvni
lezi v bodg 7, ostatni zatim v nekoneénu'®.
Oznac¢me pro zkraceni zdpisu potencial v misté 7, vyvolany jednotkovym nabojem lezicim v 7:

1 1 1 1

=
dmeg |rj — | 4meo Ry,

jk 3 zfejmé @]k = ékj . (67)

Potencial @;y, ktery v misté 7, budi ndboj ¢;, je tedy roven

Pik =Pk - (68)

Prvni naboj budi v misté 7 potencidl p12 = q1®12, takze pro preneseni naboje ga z nekonecna
do 73 musime vykonat praci
Wa1 = g212 = 201912 (69)

15 Zde pro zménu a pro struénost nerozlisujeme bodovy naboj (objekt) od jeho néboje q (fyzikalni veli¢iny). Zkuste
si to ale — rekreacné — rozlisit sami!
16 tj. pii méfeni s konenou piesnosti tak daleko, kde uz je interakce zanedbatelna a kde volime ¢ = 0
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Volba L¢ urcuje vzdalenost, v niz je potencial nulovy.

Vyraz pro intenzitu dostaneme odtud snadno derivaci, ale lze ho diky vysoké symetrii dostat
mnohem snadnéji, bez vypoctu potencidlu, jakmile pozndme Gaussiiv zékon, rov. (113). Intenzita
mé zfejmé nenulovou jen radidlni ¢ast smérem kolmo od nabité ptimky a velikost

T 1
E(r)=——- 102
) 2meg T (102)

2.7.2 Pole rovnomérné nabité roviny a na ose disku — HRW 22-7, 24-9 (23.7, 25.8)

Homogenné nabity (p > 0) disk o poloméru R v roviné xy se stfedem v po¢atku soufadnic budi na
ose z potenciédl ¢ a pole o velikosti E (viz napt. HRW)

o(z) = f{’o(\/zuRLz) (103)
P z

Sy ———
2! VAT

Rovina xy rovnomérné nabit4 nabojem hustoty p budi na ose z pole

smér E kolmo od roviny xy (104)

_ Al .

ple) = 5 (105)

E(z) = QL, smér E kolmo od roviny xy. (106)
=

I tuto alohu je mozno FeSit integraci a limitou (zkuste si sami), a i zde je diky vysoké symetrii
mnohem jednodussi uziti Gaussova zdkona podle rov. (113).
2.7.3 Piehled

Zévislost potencidlu ¢ a velikosti E = |E | intenzity rizngch typi zdroji na vzdélenosti r od zdroje
ukazuje nésledujici tabulka:

zdroj © E
nabité rovina r konst
nabité prfimka Inr r—1
bodovy naboj =t r2
dipdl r=2 73
multipdl ¥adu 2" | 7=n=1 [ r=7=2

Na bodovy naboj pusobi v elektrickém poli sila, na bodovy dipdl v homogennim poli jen otacivy
moment (ale v nechomogennim poli piisobi navic i sila, a to imérna gradientu pole).

2.8 Tok vektoru plochou — HRW 23-2 (24.2)

V hydrodynamice mizeme popsat proudici tekutinu (i stlacitelnou) skaldrnim polem hustoty p(7)
a vektorovym polem rychlosti ¢(7). Pfedstava tekutiny ndm pomize osvétlit fadu pojmié. Jednim
z nich je tok vektorového pole # orientovanou!® plochou ¥ o obsahu X a s hranici ' = 9X.

Na orientované plose 3 zavedeme vnéjsi a vnitini normalu; jde-li o plochu uzavienou, je jejich
orientace jasnd, pokud ne, zvolime je libovolné. Spodéitejme nyni, jaky je tok tekutiny touto plochou
»Zeviitt ven“, tj. smérem vnéjsi normély.

Sledujme nejprve u bodu 7 elementérni obdélniéek d¥ o obsahu dX' rovnobézny s rovinou xy,

o stranach délky dz a dy, s vnéjsi normélou ve sméru osy z a zobrazeny vektorem dJ.. Za dobu d¢
jim protece ,Sikmy hranolek“ tekutiny o objemu

dV =dt7- ((ﬂ) X d?/) =0 Zydedydt =v,dedydt = v, dXdt . (107)

19 Mébitiv list ¢i Kleinova ldhev jsou piiklady neorientovatelnych ploch majicich za hranici topologickou kruznici.
Ale pfi jakékoli 3D reprezentaci takové plochy a blany uzavirajici jeji hranici prochdzi ¢ast plochy touto blanou.
V dalsim se nebudeme takovymi situacemi zabyvat a vétsinou nebudeme ani pozadavek orientovatelnosti zminovat.
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2.6.4 Véta o multipélovém rozvoji

Poklddéme-li bodovy nédboj za multipdl Fadu 0, plati nasledujici véta (analogickd Taylorovu rozvoji):

Potencidl libovolné soustavy ndboji umisténé uunitr koule K se stfedem S je vné této koule

stejny jako potencidl jednoznacné urcéené soustavy elementdrnich multipoli vdadi n = 0,1,.
leZicich vesmés v bodé S.

Moment multip6lu nejnizsiho fadu je pfitom ty7, zvolime-li jiny bod S’ a jinou kouli K’, ktera
rovnéz obsahuje véechny uvazované naboje. Momenty vyssiho radu se vsak obecné zmeéni.

2.7 Pole jednoduchych soustav

Pfi zndmém rozdéleni zdrojti lze uréit pole integraci pies d¢’ = p' dV’, tedy intenzitu E podle
rov. (55) a potencial ¢ podle rov. (62). Zpravidla bude vypoéet potencialu jednodussi prosté proto,
ze jde o jedinou funkci a integrand je jednodussi. Integral véak muze divergovat, pokud je néboj
rozlozen v neomezené oblasti (napf. homogenné nabitd pfimka ¢ rovina). Pak je nutno pouzit
vhodnou renormalizaci, tedy odecteni jistého nekoneéného, ale konstantniho vyrazu s védomim,
ze fyzikdlni vyznam maji stejné jen rozdily potencialii ve dvou mistech, a p¥i nich by neptijemna
konstanta stejné vypadla. (Podobné je tomu, vyjde-li energie stavii jisté soustavy nekoneéna: mé-
Fitelny je v8ak jen rozdil energii ve dvou stavech, a ten bude koneény.)

V piikladech s nejvxééi symetrii 1ze s vyhodou poéitat podle Gaussovy véty pfimo intenzitu E
(resp. pozdéji indukei D), jak také ukdzeme.

2.7.1 Pole rovnomérné nabité usecky a pfimky — HRW 22-6, 24-9 (23.6, 25.8)

Potencial ¢ tsecky lezici v ose x od x = 0 do x = L, rovnomérné nabité s délkovou hustotou
néboje 7 lze Fesit pfimou integraci podle rov. (62), jak je provedeno napi. v HRW. Potencidl o(z,r)
v bodé s polarni soufadnici r je roven (subst. Va2 + 72 = x + &)

7_ /L+\/L2+r2 2 T2+§2d r

) = e / V 7:2 +r2 = ey r2 €2 262 = g

L+VL2+7r?
T

(97)
S aditivni konstantou nulovou je potencial v nekoneénu (r — oo) nulovy, jak je zfejmé; argument
logaritmu se blizi jedné.

Pro nekoneénou polopfimku tuto lohu vyfesime limitou L — oo z predchoziho vzorce. Jakmile
vsak sahd naboj do nekoneéna, nelze obecné oc¢ekavat nulovy }l)otenciél v nekoneénu. Zvolime li-
bovolnou (ale pevnou) délku Ly jako jednotku; jejim zavedenim'® se vyhneme problému logaritmu
veli¢iny 7 s rozmérem délky. Rozvineme-li vyraz asymptoticky pro mala o = r/L = (r/Ly)/(L/Lo),
dostaneme

1+vVa2+1

-
Y o= LAY honst
o(r) Tneo n /L + kons (98)
~ 1n(2+l 5 m 2 i imL)  konst (99)
~ e « To T ons 9¢
T T 2L
~ ———In— 1— konst . 100
Treo n T 47”0 n— + kons (100)

Druhy ¢len pro L — oo roste do nekoneéna, ale nezavisi na r. Lze ho tedy pro kazdé L zahrnout
do konst. Pro celou pfimku sloZenou ze dvou poloptimek zvolime konst tak, ze anuluje druhy élen:

T r
r)=— In— . 101
e(r) e T (101)

8 Pro matematika je primitivni funkei k funkei f(z) = % funkce F(x) = In|z| + konst. Fyzik radéji voli tvar
F(z) = In =, kde w0 je vhodna ,typicka“ délka (zde Lo). Vyfesi tim rozmérovy problém ,kolik je logaritmus
1 metru“, na kterou vtipalek odpovi ,logaritmus 100 plus logaritmus centimetru®.

+konst
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a energie soustavy prvnich dvou naboju bude tedy
Uiz = 192912 - (70)

Stejnou energii Us; = Uiz by ovSem méla také soustava vznikla tak, ze bychom nejprve uvazovali
naboj Q2, a k nému z nekonec¢na ptisunuli naboj Q1; plati tedy

1 @aq 1
Upy=—="—=Uip=-U+U. . 71
21 0 Ra1 12 2( 12 21) ( )

K této soustavé pfisuneme dalsi ndboj g3 z nekonecna do 73, a tim vykondme praci gzp3. Podle
principu superpozice je w3 = ¢1(73) + ©2(73) = 13 + @23 a soustava ma nyni energii

Uiz = Uiz + 143P13 + 42q3P23 = q192P12 + 143P13 + q2q3Pa3 (72)

1
3 (1102@12 + 103P13 + ©21P21 + G293P23 + 301 P31 + 4302D32) (73)

Je zfejmé, ze pro obecny cely pocet N naboji dostaneme vyslednou energii soustavy ve tvaru

Uy = —ZZq;q@ﬂ = Z Zq;q;f?}k = Z qu% : (74)

k171
J#k

Cérka u sumy znamens, Ze vylucujeme séitance se stejnymi indexy, protoze by predstavovaly in-
terakci Castice se sebou samou — energii, kterou by méla ¢astice ve svém vlastnim poli. Ta mé
(s nulovym jmenovatelem) nekone¢nou hodnotu; k tomu se vratime za chvilku.

Spojité rozloZeny naboj Uvazujme zdroj nikoli bodovy, ale spojite rozdéleny s hustotou p().
Namisto ¢; zavedeme dg = p(7;)dV, namisto ¢, zavedeme dq’ = p(7},)dV’ a sciténi prejde v inte-
graci. Rov. (74) ziskd tvar

Uiy = // AV p(7 )dV’4mO|r 17 lz%/;p(ﬂ (/ 4;0 ‘7( 7)‘dv> (75)

[ zroear . (76)

Prvni (dvojndsobny) trojrozmérny integral je kone¢ny i s nulovym jmenovatelem pro 7 = 7' a

neni tedy nutno tuto singularitu samostatné osetiovat, jak jsme museli u diskrétnich nédbojt. Po-
sledni (jednoduchy, trojrozmérny) integral konverguje uz zcela bez problémi. Jsou-li ndboje vesmés
v koneéné oblasti I, jsou obé funkce koneéné, omezené.

Posledni integrand lze interpretovat jako energii soustavy, rozlozenou na ndbogich (majicich
hustotu p) a danou tim, ze naboj pdV lezi ve vice nebo méné energii bohaté oblasti (potencial ).
Odpovid4 starsimu pojeti elektromagnetismu s polem jako pouhym prostiednikem interakce (Cou-
lomb).

Polni pojeti Pro ptehlednost nevyplsujeme u @, p algumen t 7. Rov. (76) upravime dosazenim

zrov. (11): V- D = p, a nasledujici tipravou V - (ab) = Va - b+ aV - b:

U o= %/Fp¢dV=%/F(ﬁ~5)gpdv=%/( - (Dg) - D-Vg)av (77)
_ %/Fv(m)dw;/rﬁ.ﬁdv (78)
_ %é(pnw)d2+/r%ﬁ~]§dv . (79)

Prvni integrél (ziskany podle Gaussovy véty) do nekonecna vymizi, protoze D ubyva jako 2,
¢ jako !, zatimco povrch ¥ roste jen jako r2. Druhy integrand, ziejmé vidy nezdporny, lze
interpretovat jako hustotu energie elektrického pole:

1-

u =§E~f) (80)
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Tento vyraz naopak nepostihuje ndboje, ale pfipisuje energii elektrickému poli (intenzita E,
indukee D), které naboje vytvorily (moderni polni pojeti; Faraday, Maxwell).

<— Uvedeny postup naznacuje problematiku, neni ovsem exaktni. Bylo by nutno analogicky zahrnout i jiné druhy
naboji: nabité plochy apod. Zajemce se o problematice dozvi v kazdé podrobnéjsi ucebnici, napf. [6].

<= Vlastni energie bodového naboje; renormalizace Popisovany postup mé jeden princi-
pidlni problém: bodovy naboj je sice velice vyhodny a prakticky model, ale ma neodstranitelny
nedostatek, Ze jeho vlastni energie je nekonecné velikd (,,Elektron je cizinec v klasické elektrody-
2
namice“, Lorentz). Energie nabité koule o poloméru r je totiz fadové rovna U, ~ 47320 L (koeficient
amérnosti zavisi na rozlozeni ndboje, zda homogenné v celém objemu ¢ jen na povrchu apod.) a
diverguje tedy pro bodovy zdroj (r — 0) jako Uy =~ 1/r — co. Na druhou stranu: tato energic Uy
je sice nekone¢na, ale pokud bodovy naboj jen pfemistujeme a ,nestépime ho“ ani ,neslepujeme
s jingm*, zlstava jeho energie stéle stejna.
ProtoZe pole F je aditivni a pro hustotu energie plati « ~ E?, miiZeme psat pro soubor [1 + 2]
tvofeny bodovymi naboji 'Q, 2Q ve vakuu, majici pole E[149) a hustotu energie u[ 49

E[1+2] = El + EQ (81)
Uiy ~ (Bi+ E) - (Ey+ Es) (82)

~ FE?4 E} 42 - Fy (83)
Uiy = u1+u2+uis (84)

kde wy, resp. us predstavuje hustotu energie prvniho resp. druhého naboje, a jen samotné uis je
vlastni interakéni energie, tj. energie, kterou maji zkoumané bodové naboje ,tim, ze jsou si na
dosah“. Integraly pres cely prostor [u;dV =Up i [ uzdV = Uy diverguji, ale [ u12dV je koneény
a ma ziejmé rozumny smysl — je to ,,vzajemna“ energie soustavy dvou bodovych naboji.

V dalsi préci tedy neuvazujeme nekonecnou vlastni energii bodového naboje. Jako energii sou-
stavy dvou bodovych nébojii bereme nikoli celé uy, g, ale jen ¢dst uip. Tento proces se nazyva
renormalizace.
<— Neni jisté tfeba presvédcovat, ze pfesnéjsi metoda, na to, aby byla korektni, je o dost komplikovanéjsi. Princip
je ale stejny a podstatné je to, Ze je tato metoda nakonec ispésna a souhlasi s experimenty.

2.6 Pole vyznamnych zdroju
2.6.1 Bodovy naboj — HRW 24-6 (25.5)
Pole bodového naboje je uréeno Coulombovym zakonem, viz kap. 2.2, s potencidlem rov. (60):

1 g
R) = konst. 85
»(R) TR + kons (85)

kde ¢ je ndboj, R:=|F— 7’| a g¢ je elektrickd konstanta.

Praktickou realizaci bodového néboje je elektron (pro R > 1071° m), v molekulové fyzice téz
ionty (maji rozmér molekul).

Vzhledem k dal$im tvahdm zavedme oznaceni

11
4mreg R
P9 = g (87)

takze potencial bodového naboje o ndboji ¢ je roven ¢ = qp(® = p© ),

O(R)

|
—
)
=)
N

2.6.2 Dipél — HRW 24-8 (25.7)

Dipdlem se nazyvé soustava elektrickych ndboj s nulovym dhrnngm nébojem, tj.

qu =0 |, resp. //p’dBF’ =0 (88)
: .
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a nenulovym dip6lovym momentem
quﬁ. #0 ,resp. / PEAE A0 (89)
v
2

Elementarni dipdl (také bodovy dipdl) je velice vyznamnym typem zdroje a dostaneme ho
touto konstrukei: .

Bodovy naboj o hodnoté ¢ umistény v bodu 7/ budi pole g »(?). Nyni tento néboj posuneme o l
do bodu 7" = 7/ +1 a na uvolnéné misto 7' umistime ndboj o hodnoté —q. Pfi oznadeni R’ = 7—7"
tedy nase soustava budi pole

o777 = (O (R = ¢O®)) =a (V07 =7+ 1) =V = 7)) (90)
coZ muzeme upravit rozvojem podle T pomoci Taylorovy véty:
P D) = g (¢0+ 1T + o) ) (1)
= (a-¥%0) + 00l . (92)
a to!” pro lim! — 0,lim ¢ — 0o za podminky lim gl — 51 prechszi na
o0 = o, 7, 7Y = g0 . §7p0) = 1 pWR (93)

dreg [F— 7P

Uvédomime-li si jests, 7e V/ = —V a oznacime-li l_(()l) =1 /1, mtiZzeme potencial nového typu bodového
zdroje — elementarniho dipélu — zapsat tvarem

- - 1 5B
oW = pl:)(l) V@ = —pl:)(l) -Vl <= E%) (potenciél elementarniho dipdlu) . (94)
TEQ

Potenciél dipélu ubyva tedy se vzdalenosti jako R2, o ¥ad rychleji nez u naboje (,,monopélu®).

Praktickou realizaci elementarniho dipélu je mnoho neutralnich molekul (tzv. polarni mole-
kuly, jako HyO apod.), piipadné ptivodné nepolarni molekuly (He, CO3) ve vnéjsim elektrickém
poli, které jim ¢astecné presune elektronovy oblak jednim smérem.

2.6.3 Kvadrupdl, multipdly

Analogickym zptsobem dojdeme k multiplim vyssiho fadu (obecné fadu 2™). Kvadrupdl dosta-

neme z dipélu s momentem p, ktery opét presuneme pobliz, o I do 7 a na uvolnéné misto ulozime

dipdl s opa¢nym momentem. Poté opét provedeme limitni piechod [ — 0, p — oo a limpl = %p(z) a
)

, p = p®. Tak vznikne elementérni kvadrupdl charakterizovany svou velikosti
(2 & srv LD T2
p'“) a dvéma sméry I, ’, [,

pfeznacime I= [[;)(2
, majici potencidl

1 ) e gy =
o= Epm (lo(2> -V (ZO(1> V') ¢ (potenciél elementérniho kvadrupélu) . (95)

Praktickou realizaci elementarniho kvadrupdlu je vétsina nepolarnich molekul.
Analogickym postupem odvodime multipél 2"-tého ¥4du charakterizovany svou velikosti p(™ a

n sméry Z_ao(l)A, l_ém, e l_ém)A, majici potencidl
(n) oo - N -
o = r_ (ZO("> -V (lo(n_1> V.. (ZO(I) Ve (potencidl elementarniho 2"-pélu) .  (96)

n!

)

Axidlnim multipdlem nazyvame takovy, v jehoz zdpisu maji vSechny vektory l_é(k stejny smer.

17 Tady matematik prévem namitne, ze ¢ v rov. (93) je uplné jin4 funkce nez stejné znacené ¢ v rov. (91) & (90);
mé pravdu, protoZe tyto funkce maji riiznou tieti proménnou. Fyzik oponuje, Ze jde o totéZ pole — tentyZ potencidl;
taky ma pravdu. Spoleéné feSeni by bylo odlisit tyto funkce tfeba é¢arkou nebo vhodnym indexem apod. V praxi (ve
fyzikalni literatuie) se to nikdy nedéld a nechci to délat ani zde, protoze by to odtahovalo pozornost jinam: ¢tenai by
se snadno mohl domnivat, ze index rozlisuje rizna pole a nikoli funkce sice raznych proménnych, ale popisujici totéz
pole. Toto znate oviem i z mechaniky, kde napi. E znaéilo energii, at byla vyjadiena v jakychkoli proménnych.



