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7 Nestacionarni elektromagnetické pole B

Nestacionarni pole je nejobecnéjsim typem elektromagnetického pole. V ném se jiz projevi koneéna
rychlost $ifeni svétla (tj. elmg. vln) a z ni plynouci dusledky.

7.1 Maxwellovy rovnice

Maxwellovy rovnice spojuji elektromagnetické pole a jeho zdroje. Tvofi soustavu vektorovych li-
nearnich diferencidlnich rovnic 1. faddu. Uvadime-li polni veli¢iny na levé strané a zdroje na pravé,
maji Maxwellovy rovnice uvnitt zkoumané oblasti V tvar:

- —

rot i — oD = J=Jy+0oE (prvni série Mxw. r.) (205)
divD = p (206)
rot E + OB = 0 (druhé série Mxw. r.) (207)
divB = 0 (208)

Prvni série je tedy obecné nehomogenni, druhé série je vZdy homogenni diky neexistenci magnetic-
kych naboju a proudu.

Aby se zachovaval elektricky néboj (viz kap. 2.1; 7.2.1), museji zdroje (ndboje a proudy na
pravé strané prvni série) vyhovovat rovnici kontinuity 4.3:

div J 4 d;p = 0. (209)

7.1.1 Okrajové podminky

K diferencidlnim rovnicim patii nezbytné i okrajové podminky (pocéatecni a okrajové). Na hrani-
ci OV (resp. pfi pfechodu pfes ni) spliiuje pole podminky, které mizeme zapsat vyhodné ve tvaru
analogickém Maxwellovym rovnicim, jestlize zavedeme

plosnou divergenci Div jako skok normaélovych slozek vektoru na rozhrani: Dive = vy1 — vno
(piipadné skok 1D-primétu vektoru do pfimky kolmé k rozhrani)

— e
plosnou rotaci Rot jako skok te¢nych sloZek vektoru na rozhrani: Rot v = vy — vya (skok 2D-
prumétu vektoru do roviny teéné k rozhrani):

Rot H=Hy—Hy = 1 (210)
Div D = Dy; — Dy n (211)
— o — . —
Rot E=Ey —FEyp = 0 (212)
Div B= By — By = 0. (213)

& Plosnou rotaci piseme vektorové R—ot>, je to 2D vektor. Plosnou divergenci piseme obycejné Div, i kdyz by slo
zdtivodnit i vektorové psani: fakticky jde o rozklad (skoku) 3D vektoru na 1D a 2D.

5,7 Pro¢ se rozdily te¢nych resp. normalovych slozek pole na obou strandch plochy nespojitosti oznacuji jako plosna
rotace Rot resp. plosna divergence Div? Odp. je na str.47.

5, ? Pro¢ v rov. (210) a rov. (212) neni ¢len analogicky ¢asové derivaci? Odp. je na str.47.

i! Odp. ze str.d7: WWW

i! Odp. ze str.d7: WWW

i! Odp. ze str.53: Zdroj takto popsany nevyhovuje rovnici kontinuity: vznikne a vzapéti zanikne. Je to ale jen
mezivysledek. Skutené zdroje z néj vytvorime tak, Ze budou rovnici kontinuity vzdy vyhovovat.
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7.2 Zakony zachovani, rovnice kontinuity

7.2.1 Naboj

Zopakujme: z Maxwellovych rovnic plyne omezeni na mozné typy zdroju, tj. elektrickych naboji
a proudt: museji spliiovat rovnici kontinuity. Pokud totiz na Maxwellovych rovnicich

rotH-9,D0 = J  (205)
div D p  (206)
rotE+9,B = 0 (207)
divB = 0  (208)

provedeme operace div(205) + 9;(206), dostavame pfimo rovnici kontinuity pro elektricky proud:
div.J 4+ 8,p =0 (4.3),

protoze div H V=0 pro libovolny vektor V.

7.2.2 Energie

V elektrostatice jsme rozborem procesu nabijeni kondenzatoru zjistili, ze v elektricky mékkém
linedrnim homogennim prostiedi energie rozlozena spojité s hustotou

1~ =
ua = 5E-D (214)

(tedy ,nesedi na ndbojich“, ale naopak je rozlozena v poli kolem nich). Analogicky vyraz
1- -
Umg = §H -B (215)

vyjadfuje hustotu magnetické energie v magneticky mékkém linearnim prostiedi a ziskdme ho roz-
borem prichodu elektrického proudu civkou pfi vytvareni magnetického pole.
Provedme nyni s Maxwellovymi rovnicemi operaci

—E - (205) 4 H - (207)
a pouzijme linearit, tj. D = ¢E,H=B /. Pak lze vysledek s uvazenim identity
div(E x H) = [ 1ol B B rob

zapsat ve tvaru

—

L 1 = = = - .
div(ExH)+8t§(E-D+H-B):—J-E. (216)

Prvni ¢len bude mit vyznam ,odtoku“ energie, jestlize vyraz
S=(E x H) (Poyntingiiv vektor) (217)

zvany Poyntingtv vektor, budeme interpretovat jako hustotu toku elektromagnetické energie.
(Integraci rov. (216) pies objem V pomoci Gaussovy véty piejde tento vyraz na tok energie hranici
0V oblasti V.) Druhy ¢len m4, jak jiz vime, vyznam ¢asové zmény hustoty u elektromagnetické
energie v poli. Vyraz na pravé strané odpovida hustoté Q energie Joulova tepla vylouceného pii
prichodu elektrického proudu prostredim s konec¢nou vodivosti:

J-E=J%/y, (218)
znacime-li zde 7 vodivost prostfedi. Rov. (216) tim dostava tvar
div S+ du = -9, (219)

coz je diferencidlni tvar zakona zachovani energie, opét vyjadieny formou rovnice kontinuity.
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7.3 Potencialy
7.3.1 Vektorovy potencial

Podle analogie s elektrostatikou (starsi pohled) by elektrické indukci D odpovidala magneticka
indukce Bj; nulovost jeji divergence (posledni z Maxwellovych rovnic, rov. (12))

divB=0 |, (220)

vyjadfovala neexistenci magnetického naboje. Z této rovnice novéjsi pojeti vychazi, ale bere ji
hloubéji. Z jednoznacného urceni pole jeho divergenci, rotaci a okrajovymi podminkami lze dokézat,

ze k poli é, pro néz plati rov. (220), existuje pole A zvané vektorovy potencial takové, ze plati

B=rotA (vektorovy potencial) (221)

U vektorového potencidlu je volnost podstatné vétsi, nez byla u skaldrniho: je uréen az na

gradient libovolné funkce A(7), tzn., je-li néjaka funkce A(7) vektorovym potencidlem pole B(7),
pak i funkce

A(7) = A(F) + grad A7) (222)

je vektorovym potencidlem téhoz pole, nebot pro libovolnou funkei () plati, ze IR grag A=0.

vvvvvv

(téz kalibraéni) transformaci tak, aby nové potencidly mély napt. vys$si symetrii nebo jingm
zpusobem napomahaly k feSeni a k interpretaci vysledku.

7.3.2 Skalarni potencial

Pripomenime, Ze v elektrostatickém poli byla intenzita Est nevirova, a proto existoval potencial ¢:
tot By =0 = FBy—-gradey . (223)

Ten byl urcen jednozna¢né az na konstantu (g, tj. potencial ', kde
0t () = st (F) + 0, (224)

daval tutéz intenzitu Est.
V nejobecnéjsim piipadé nestacionarniho pole vSak plati (pfedposledni z Maxwellovych rovnic,
rov. (11)

rot B+ 8B = rotE+drotA =0, tedy (225)
rot (E+9,A) = 0 , (226)

a lze proto zavést skalarni potencial ¢(7,t) takovy, ze

E = —graggp — A . (227)

Analogicky jako u skaldrniho potencidlu zndmého z elektrostatiky je i zde tento potencial urcen
jednozna¢né aZ na aditivni funkci ¢asu g (t), nikoli vSak soufadnic.

Namisto 6 slozek 2 vektorovych poli tedy sta¢i hledat jen 4 funkce, a to 1 skalarni potenciél
(7, t) a 3 slozky vektorového potencidlu A(7,t).

Skalarni potencial takto definovany lze zavést v libovolném, i nestacionarnim elmg. poli a bude
(az na funkci o(t) zavislou na ¢ase, nikoli vSak na soufadnicich) uréen jednozna¢né. To nam
umoznuje zavést jednoznacéné i v tomto nejobecnéjsim piipadé napéti U(7, 72) mezi libovolnymi 2
body 7,7 v tomtéz Case t.

Méné narocné praktické ¢i technické prirucky casto popisuji potencial v jiném nez statickém poli nejasné, a
pokud zavadéji obecné napéti, byva to komplikované a chybné. Neuvazuji vektorovy potencial, upozornuji jen na to,
Ze napéti, které by bylo definovano kfivkovym integralem z E, bude zaviset na integracni draze T.
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7.4 Rovinna elektromagneticka vina

7.5 VlInova rovnice

Postup: Dosadime do Maxwellovych rovnic pro E, 5, H , B potencialy [f,gp. Déle z této soustavy
sprazenych diferencidlnich rovnic 1. faddu dostaneme samostatné rovnice 2. fadu, vzdy jen pro jednu
promeénnou.

Predpokladejme pro jednoduchost D= SE, H=E8 /1, o = 0 tedy homogenni izotropni linedrni
a nevodivé 22 prostfedi. Zapisme prvni sérii s dosazenim za D, H:

rot B — pedE = pJ (vynésobeno 1) (228)
divE = p/e (vydéleno ¢) (229)
rot B+ 0,8 = 0 (230)
divB = 0 (231)
a postupujme ,od konce“: z rov. (231) plyne ihned
B=rot A, (232)
coz dosadime do rov. (230) a ,vytkneme* rotaci:
rot (B+8,4) = 0 ,odkud (233)
E = —gra?l ©— A (234)
Oba vztahy dosadime do rov. (229), (228):
rotrot A + 8t6u(grag o+ A = pJ (235)
_divgradp —diva,A = pje (236)
V rov. (235) dosadime za rot rot a rozndsobime:
grag divAd — AA + grag epdip +epd?A = pJ (237)
zménime znaménko a prerovname:
AA —epd?A — gra?i (divA +eudyp) = —pJ (238)
V rov. (236) zménime znaménko, dosadime div grad = A a pfi¢teme a odecteme ¢len £ud?(p:
AN —epd?o + 0,(div A + epdyp) = —p/e (239)

V obou poslednich rovnicich je v zavorce tyz ¢len. V dalsim ukézeme, Ze existuje takova cejchovaci
transformace, po které je tento ¢len roven nule, takze rovnice po zavedeni ey = v™2 ziskaji tvar

(A —epdf)A = (A =054 = —uT (240)
(&= = —ple (241)
(A—02)B = —protJ (242)
(A= 32)E = gradp/e+poT (243)
Tyto rovnice se nazyvaji vlnové rovnice; jejich obecny tvar je zfejmeé
(A~ 2) (pole) = — (zdroj) (244)

Ve vakuu je € = g9, jt = g av = ¢; v tom piipadé zavadime d’Alembertiv operator 0 = (A—92%).

22Vodivost ¢ # 0 dod4 prostiednictvim Ohmova zékona ; =oE do (budouci) vlnové rovnice ¢len s prvni derivaci
podle ¢asu; ten zachycuje pohlcovani a tim Gtlum vln, analogicky tlumenym kmittim z mechaniky. Zde, v omezenim
rozsahu, bohuzel neni na tuto problematiku misto.
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7.5.1 ,Vhodna“ cejchovaci transformace

Hledejme podle cejchovaci transformace
A=A + grag A (245)

takové A, aby po dosazeni vymizel ¢len (div A + eudyp) v zévorce obou rov. (238), (239).
Chceme tedy zjistit, zda je pro libovolnd A, ¢ feSitelnd rovnice

div(A + grad A) + eudsp = 0 (246)
Tato rovnice vSak dava rovnici
AN =—(divA + ecudpp) (247)
a o Poissonové rovnici A\ = —p vime, Ze ma feSeni pro kazdou funkci p.
7.6 ReSeni vlnové rovnice
7.6.1 Obecné
Vlnové rovnice (244), napt. Of = —p, je linedrni diferencidlni rovnice 2. fadu s pravou stranou.

Jeji obecné feseni f ziskdme ve tfech krocich:
e nalezneme nezavisla feseni f1, fo homogenni rovnice;
e uhidneme jedno feseni f, nehomogenni rovnice;

e nejobecnéjsi feSeni f je dano vztahem f = f, + C1f1 + Cs fs pro libovolné konstanty C7.C5.
7.6.2 ReSeni homogenni rovnice
Homogenni vlnova rovnice
Op = (A = 04)p = (024 0; + 02 = 92)p =0 (248)

predstavuje pole beze zdroji, tedy zaifeni. Nedd mnoho prace nalézt jeji feSeni. V jednorozmérném
pfipadé se nam tloha zjednodusi na tvar

(32 - agt)@ = (0p + 0ct)(0x — Oct)p =0 (249)
resp. pii zavedeni r = x —ct; s=x + ct
0,0sp =0 (250)
s jednoduchym fesenim
o(r,s) = fr(r) + fs(s) (251)
pro libovolné funkce f,, fs prislusnych proménnych, neboli
o(x,t) = fi(x — ct) + fa(x + ct) (252)

NNz

77

vrvs 1

7.6.3 Fourierova transformace

Jestlize £(t) = [ B(w)e!“!dw (Fourierova transformace), pak E(w) = o= [ £(t)e” '“*dt’ (inverzni
Fourierova transformace).

Kmity typu E(w)el“! nazjviame monofrekvencnimi (o frekvenci w resp. f = w/27).

Ziejmé plati 9E(t) = iw [ E(w)e!“'dw, takze Fourierova transfomace prevadi derivaci podle ¢
na nasobeni w, a analogicky zvladneme i derivace podle prostorovych souradnic, jak zadhy uvidime.
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7.6.4 Svétlo obecné

Viditelné svétlo je elektromagnetické vinéni s frekvencemi w = (2,5 az 4,5)-10'% Hz, tj. s vlnovymi
délkami A = ¢/f = 2mc/w =~ (0,4 az0,7) - 107% m. Svétlo s frekvencemi jen v tizkém oboru
nazyvame monochromatické (76 xplua barva).

Barva svétla: Cervend cca do 0,63 pm; zlutd 0,59 pm; zelend 0,55 pm; modréa pod 0,5 pm.

7.6.5 Svétlo ve vakuu

Rovinna monofrekvenéni vlna s vlnovym vektorem k a (kruhovou) frekvenci w ma tvar

- 37
) = Epégexpi(wt—k-7) = EyeEexp iw(t - —)

C
) = Hoé'Hexp i(wt — k- F)

il

(
(

7t7
7t7

el

w
w

oo

!l

Z nich slozime libovolné pole £(7,t) = [ [ E(7,t,k,w) dk dw.
Maxwellovy rovnice po dosazeni rovinné monofrekvenéni vlny ve vakuu beze zdrojd, s uvdzenim
|k|c = w a se zavedenim jednotkového vektoru k/|k| = ko dostavaji tvar

HB/MO—@&OFJ =0 = l;oxé/c—l—ﬁ =0
divegf = 0 = ko-E = 0
rotE+ 9B = 0 = FoxE—cB = 0
divB = 0 = k-B = 0

odkud plyne

E:—koxcé; gzg@XE/C; gELEO LgHLgE
B=E/c eE =/ =B/\/i,

Svétlo se tedy Sifi ve sméru ko jako pfic¢na vlna.
Hustota energie: u=1(E- D+ H - B) = eoE? <u>= 3e0E3 = 1B3/u.
Hustota elektrické i magnetické energie jsou tedy stejné!
Tok energie: |[N| = <u> c.
Skutecné svétlo lze popsat jako ¢astecné koherentni smés monofrekvencnich vin raznych frek-
venci, fazovych posuvil, amplitud, smért a polarizaci.

7.6.6 Svétlo v latce

Pro w — 00 je erel — 1,y — 1,n — 1. Pro svételné frekvence je jiz pu(w) = po prakticky pro
vSechny latky; zistava vSak jesté ¢ = e(w).

Rychlost $ifeni svétla v = v(w) = 1/ /e = ¢/n, kde n(w) = ¢/v = \/E/\/Eofo = Ve -

Disperze n = n(w), tedy rtizna rychlost svétla pro riizné frekvence. Podle klasické teorie se latka
chové jako Ny, oscildtorfi o frekvencich wy, a plati n?(w) — 1 = Y, Ni/(w? — w?). Kvantové jevy
umozni i Ny, necelé, i N, < 0 (anomdini disperze).

7.7 Homogenni rovnice: kulova vlna

O homogenni rovnici
Op(F,t) =0 (253)

jiz. vime, ze ma za TeSeni ,,viny“, tedy signaly tvaru
o(7,t) = g cos(k - 7 — wt + ag) (254)

Nz

§itici se ve sméru vlnového vektoru k rychlosti

1 w
c= = —. 255

o

o
q

o
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Okrajové podminky vyberou vhodné feseni jakozto kombinaci téchto vln s riznymi amplitudami fj,

fazovymi konstantami ag, vlnovymi vektory k a s frekvencemi w uréenymi podminkou 255.
Nyni vSak hledame feSeni, preferujici nikoli néjaky smér, ale bod — kulovou vinu, kterd z to-
hoto bodu, ze svého zdroje, vychazi na vSechny strany (anebo se do néj sbiha). Umistime-li pro

jednoduchost pocatek soutfadnic do tohoto zdroje, pak vlna, sifici se ze zdroje radidlné rychlosti c,
ma tvar

Pl 1) = = F(8) =+ FtF - ~to), (256)

kde F je libovolna funkce, jeji argument & =t F £ — t je faze, t je Cas, r = || je vzdalenost od
zdroje, ¢ je rychlost svétla a ¢y libovolnd konstanta (pocdtecni faze).

&7 Ovéfte, Ze libovolné funkce ¢(7,t) = 2F (¢t F £) vyhovuje pro 7 > 0 rovnici Op = 0. Odp. je na str.53.

i! Odp. ze str.53: WWW
5,7 Oveéite, ze znaménko ,—

i ! Odp. ze str.53: WWW

“ urcuje vlnu rozbihavou, ,+“ vinu sbihavou. Odp. je na str.53.

7.8 Nehomogenni rovnice; Greenova funkce

Pro feseni nehomogenni rovnice
OF =—p (257)

hledejme nejprve Greenovu funkci G(7, 77, t,t') fesici rovnici
oG = —6(7F —7)(t — t'). (258)

Potom je totiz
F(F,t) = / a3 / AVG(F, 7 1) p(7 1), (259)

5,7 Toto Feseni je vlastné velice ,nefyzikdlni“. Proépak? Jak vypadd fyzikalné jeho zdroj? Odp. je na str.47.

Reseni zname pro ¢ — oco: pak 0 — A a G(7,7') = Go(R) = 125, znadime-li R = 7 — 7.

=
5, Dovedli byste to dokézat? Odp. je na str.53. "
i! Odp. ze str.53: WWW

Toto feseni Ga je kulové symetrické; zavisi jen na r a nikoli na 6, .

Pro ¢ < oo zkusime zkombinovat Ga s kulovou vlnou; zvolime

gu(ﬁ, T) = L‘S(T + §

4R )

kde zna¢ime R = 7 — 7 T =t —t'. Neboli: potencial jako Coulombtiv potencidl, ale polohu zdroje
bereme v jiném case:
> =l

7 =7
Cas retardovany (zpozdény) t' =t — fr=r

E
¢as advansovany (predbihavy) ¢’ =t + —

| —

—»/|

c
Oboji feseni vyhovuje D’Alembertové rovnici. Bereme-li vSak zdroje jako pfi¢inu a pole jako
disledek, ma fyzikalni smysl jen retardovany potencial.



