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Zakladni matematické ,,triky*

Implicitni funkce, dplné diferencidly, Jacobiho determinanty a homogenni funkce

1 Implicitni funkce

Rovnice tvaru f(x,y, z) = 0 vyjadiuje implicitni funkéni vztah mezi proménnymi x, y, z. Zvolime-li postupné, pro
funkci f splitujici pfedpoklady Véty o implicitni funkci (Véta 12.4.14 v Cerny, Pokorny - Zdklady matematické analyzy
pro studenty fyziky 2), dvé rtizna vyjadfeni jedné proménné pomoci zbyvajicich, dostaneme

x=x(y,z) = dx:(a—x) dy+(6—x) dz, (1)
dy), 9z},

z=z(x,y) = dz= (%) dx+(%) dy. (2
ox y ay) .

Dosadime-li (2) do (1), obdrzime

(5, 5, e 5], 5 oo

ProtoZe dx a dy jsou z definice nezavislé proménné, musi byt oba koeficienty nulové. Dostdvame dva zdkladni poznatky
z Matematické analyzy 2, které budeme v dal$im pouZivat, zejména pro redukci derivaci

ax

o (=) ey, (e =_(§_§)x_
RN

Zjednodusené, véta o implicitni funkci fikd, Ze mame-li funkci f(x,y, z) se spojitymi prvnimi derivacemi v
okoli bodu (xo, yo, zo) a plati

0
f(x0,y0,20) =0, a—f(xo,yo,Zo) #0,

pak lze rovnici f(x,y,z) = 0 lokdln€ prepsat jako x = x(y, z), pfi¢emZ x(yo, zo0) = Xo. Aby tento predpis
definoval funkci, musi kazdému (y, z) blizko (yo, zo) odpovidat pravé jedno feSeni x blizko xo. Podminka
nenulové derivace podle x tuto lokdlni jednoznacnost zarucuje.
ZaruCuje také, Ze funkce x(y, z) md spojité prvni derivace. Ty miZeme spocitat z fetézového pravidla aplikovaného
na identitu f(x(y,z),y,2) = O:

ox  0f/dy ox  0f]oz

dy ~ Of)ox’ dz  df/ox’

kde derivace funkce f vyhodnocujeme v bodé (x(y, z), y, 2)-

2 Uplny diferencial funkce vice proménnych

Je-li
F=fOnx),  df =) o dy, (1)
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jestliZe je oblast popsand soufadnicemi xy, . . . , xx jednoduSe souvisld (kaZzdé dva body lze spojit a nemd diry), pak plati,
ze 2 2
0 0
/ = / = df =0. 2)
Ox i Ox j Oox j ox i

Poznamka 2

Nechf f : Q € R — R je diferencovatelna funkce na oteviené oblasti Q. Jeji totdlni diferencidl v bodé x je
linedrni zobrazeni

k
dfx(h):zg){(x)hi, h=(hi,... ¢
i=1

Popisuje zménu hodnoty funkce v prvnim fadu, tedy

FGx+h) = f(x) =dfc(h) +o(||Al]).

Pro maly posun # tak df, (&) predstavuje linedarni aproximaci zmény funkce.
Oznacime-li dx; soufadnicové linearni zobrazeni dx; (k) = h;, miZeme diferencial stru¢né zapsat jako

Tento zdpis vyjadfuje rovnost linedrnich zobrazeni; d f obecné neni rovno kone¢né zméné hodnoty funkce.

Poznamka 3

Kdy7 f € C?(Q) (druh4 derivace existuje a je spojitd), tak jsou ob& rovnice (2) splnény automaticky.

Poznamka 4

| r

Pro spojitou 1-formu w na oteviené souvislé oblasti plati

w = df pro néjakou funkci f jl{ w = 0 pro kazdou uzavienou, po &astech C! kiivku y.
4

F@) = / : ,

kde x¢ je pevné zvoleny bod oblasti. Nulovost integralti po vSech uzavienych kfivkach zarucuje, Ze tento integral
nezdvisi na zvolené cesté. Takto definovand funkce pak splituje df = w.

Zpétna implikace plyne z definice

2.1 Integracni faktor

Forma (tj. 1-forma: linedrni zobrazeni aplikovatelné na vektor h = (hy, ..., hi))

dw = ZAi(xl,...,xk) dx;
i

neni obecné Uplnym diferencidlem (viz. Matematickd analyza 2), nebof

0A; O0A;

——

0x; ox;
Pokud je Gplnym diferencidlem, tak ji nazyvame exaktni formou. KdyZ nenf, tak miZe existovat vSude nenulova funkce
o= u(xy,...,x;) takova, Ze

d(pA;) _ 9(uA))
8Xj B 8)61' '
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Potom

do =u dw
je uplny diferencial a existuje o = o (x, ..., xr). 4 pak nazyvame integraénim faktorem. Ddle plati

do=0 ¢ dw=0.

Funkci o ziskdme integraci formy vyndsobené integracnim faktorem:

o(x) :U(xo)+/xuw=a(x0)+/ZuAi dx;.
Yo

X0

Zde 7 je libovolnd po ¢astech C! cesta z pevné zvoleného bodu x( do bodu x. ProtoZe je forma pw exaktni,
vysledek nezavisi na zvolené cesté.
Ekvivalentné¢ miZzeme funkci o urcit feSenim rovnic

oo
— = pA;.
Bxi H

Funkce o je uréena aZ na aditivni konstantu.

Priklad. UvaZzujme
(x> +y) dx—x dy =0.

Protoze P 9
2
—x+y)=1#—(—x)=-1,
Gy =12 (=)
nejde o uplny diferencidl. Pro integra¢ni faktor y poZzadujeme
9 2 o, 5 0 o
— + =—@+y)+u=—(- =-—x— - U
R [u(x* +y)] R (W +3) + = o= (—px) = —x o —p
MiZeme volit u = u(x), a tedy

d d dx 1
—x—ﬂ =2u, = e =-2—, = logu=-2logx = u=—.
dx u x x2

Odtud .
do = (1 +12)dx——dy.
X X
Integraci podle y dostaneme

y o~ do y dc
oc=-=+C(x), —] ==+ —.

x ) ( ox )y x2  dx
(Taky jsme mohli integrovat podle jakékoliv jiné kiivky, protoZe vysledek nezavisi na kiivce, aZ na aditivni konstantu. Tohle je ale
jednodussi, protoZe je to po ¢dstech, za cenu, Ze pozdéji ur¢ime C.) Porovnani s koeficientem u dx déva

y dC y dCc ~
—+— =1+ =, — =1, C=x+C,
x2  dx x2 dx *
kde C je skute¢né konstanta, takze
c=x-2+C
X

Poznamka 6

Definujeme pojmy uzavrend forma, spliiujici dw = 0 a exaktni forma, tedy 3o : w = do.
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Svisla cesta zac¢ina v bod¢€ (x, 0), ktery zavisi na x. Integraci po této cesté proto ziskame pouze
_ Y
O'(X, )’) - O-(xv 0) - -
X

Zavislost o (x,0) na x je jesté tfeba urcit z koeficientu u dx.
Alternativné zvolime pevny pocatecni bod (xg, 0) a cestu tvofenou dvéma useckami:

(x0,0) — (x,0) — (x, ).

Predpokldddme, Ze xp a x maji stejné nenulové znaménko, aby cesta neprochdzela singularitou x = 0. Na prvni
usecce plati y = 0 ady = 0, na druhé je x konstantn{ a dx = 0. Proto Integrujeme formu

da:(1+%)dx—)lcdy

po cesté (xg,0) — (x,0) — (x,y).
Na prvni dsecce poloZime (x, y) = (¢,0). Potom dx = dr a dy = 0, takZe

0 1 *
(1+—2)dt——-0]=/ dr = x — xp.
t t o

Na druhé tsecce polozime (x,y) = (x, s), kde x zistava konstantni. Potom dx = 0 a dy = ds, takZe
1 1Y

. / ds=-2.
X Jo X

o (x,y) = 0 (x0,0) = [0(x,0) = 07 (x0,0)] + [o(x,y) — 0 (x,0)]

X

o(x,0) — o(xp,0) = /

X0

(1+%)-0—lds
X X

y
e, ) = e, 1) = /O

Sectenim obou prispévki dostdvame

_ Yy
=Xx-—-x0— =.
X

Odtud pfimo dostdvadme

0'(x,y)=x—X+C, C = 0(xp,0) — xp.
X
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Kdy?z je forma exaktni, tak funkce, jehoZ je tato forma iplnym diferencidlem, je funkce stavova (stavova veli¢ina),
tj. zavisi pouze na stavu fyzikdlniho systému, tj. na prostorovych souradnicich. To plyne z

fdf:O.

(Muzete premyslet jak.) Priklad je napiiklad vnitfni energie U a s tim spojend 1-forma dU.
Naopak, ne vSechny formy vedou ke stavové funkci. Napf. takovad zobecnénd prace

aw = ZF,-dxi,

obecné neni exaktni formou a proto nevede ke stavové funkci, tj. prace zdvisi na celé trajektorii / historii, nikoliv
jen na vysledném stavu.

Pak naptiklad teplo dQ neni stavova veliCina, ale kdyZ se vyndsobi inverzni teplotou, tak to d4 entropii, coZ uz
stavova veliCina je

do
ds = —.
T
1/T je zde integracni faktor.
3 Jacobiho determinanty
Pro funkce u, v, ..., w proménnych x, y, .. ., z definujeme
ou Oou . Ou
(?)x z%y (?)z
)4 )%
a(l/t,V"",W)_ % B_y 29_2
o(x,y,...,2) : : .o
ow  ow . Ow
ox dy oz

Poznamka 9

Jacobiho determinant zndme napt. ze zmény proménnych ve vicendsobném integralu. Pro vzdjemné jednoznacnou
zménu soufadnic # = u(x) se spojitymi prvnimi derivacemi a nenulovym Jacobiho determinantem plati

i k
/Q Fu) du = fU Flu() det(gu’) dx. Q= u(U).

xj i,j=1

Absolutni hodnota Jacobiho determinantu tedy udédvd, jak se pfi zméné soutfadnic lokdlné méni objem. Jeho
znaménko urcuje, zda se orientace zachovava, nebo obraci.

3.1 Parcialni derivace

Parcidlni derivaci lze zapsat pomoci Jacobiho determinantl. Pfi vypoctu (%) ménime pouze x, zatimco
VyeeurZ
y,...,z drzime konstantni. Plati

Ou  Ou Ou
ox Oy oz

ou 0w, y,...,2) o 1 - 0

ax Voeens _a(x’y’---,Z)_ : T :
0 O 1
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Rédky pod prvnim fddkem tvoii derivace soufadnic y, ...,z podle x,y, ..., z. ProtoZe jde o nezdvislé soufadnice,
dostavame prislusné fadky jednotkové matice. Rozvojem determinantu podle prvniho sloupce tak ziskdme pravé

.....

3.2 Retézové pravidlo

o(u,v,...,w) 0u,v,...,w) d(r,s,...,t)
Ax,y,...,2)  Or,s,....1) 0(x,y,...,2)

V indexovém zdpisu
3fi dya _ Of;
dyq 0x;  0x;

jde o ,,soucin matic*. Pro maticovy sou¢in A = BC soucasné plati
|Al = |B]|C].
Je-li zména soufadnic lokdlné invertibilni, je Jacobiho matice inverzni zmény soufadnic inverzni matici k piivodni
Jacobiho matici:
ou i -1 ox i
J = , JT =]
Ox; Ouj

To plyne z fetézového pravidla aplikovaného na sloZeni zmény soufadnic s jeji inverzi, které dava JJ~! = I. Pro
determinanty proto plati

1 =detl =det(JJ™!) = detJ detJ !, detJ ' = —.
detJ

Predpokldddme zde detJ # 0.
Piimym disledkem je vztah

0(x,y,...,2) _|0(u,v,...,w) -l
8(u,v,...,w)_[5()6,)),---,2)} '

Priklad. Prevedime derivaci entropie podle teploty pfi konstantnim objemu na derivace v proménnych 7', p. PoCet ¢astic N drzime
konstantni. Pomoci fetézového pravidla pro Jacobiho determinanty dostdvame

(as) _A(S,V,N) _8(S,V,N) 8(T,p,N) _ (
V,N

as v (8)x (a_p)
oT g—]‘j T,N.

S
ar
~ 4(T,V,N) 4(T,p,N) d(T,V,N) (a_¥) N ( )TN v
P B

Od tohoto mista jiZ index N nepiSeme:

), = (@), (), ~(3), &),

3,15, 32,5,

4 Homogenni funkce p-tého radu
Homogenni funkce F fadu p spliluje

F(/lxl,...,/lxk) :/lpF(xl,...,xk).
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Derivaci podle A dostaneme

OF 0(Ax;)
APVE(xy, .. !
P (x1 Z a(dx;) oa Z a(zx,) A
Pro A = 1 obdrzime Eulertv teorém:
oF
pF(xy,...,x;) = —x
axj J

Poznamka 10

Na zacatku je definovand jen zména vnitini energie dU, nikoliv energie U samotna.

prvniho fadu:
U(AS,AV,AN) = AU(S,V,N),

Tak Eulertiv teorém dava predpis pro celou funkci,

ou ou ou
= — N|— .
v S(aS) +V(8V)S,N+ (aN)S,V

Z termodynamického vztahu dU =T dS — p dV + u dN identifikujeme piislusné derivace a ziskdme

U=TS—-pV +uN.

Kdyz predpokladdame, Ze vnitini energie termodynamického systému je extenzivni, tj. je homogenni funkci

5 Legendreova transformace

Uvazujme funkci y = y(x) a oznaéme
dy

P=a-

Ptejme se nejprve, zda l1ze funkci popsat pouze pomoci jejiho sklonu, tedy piejit od y = y(x) k zdpisu y = y(p) bez

ztraty informace.

Priklad. Pro
L,

Y= 10"

plati
dy x 5 2

P=4 =3 x=5p, y(P)——

Zname-li zpétné pouze y(p) a vztah p = dy/dx, dostdvame diferencidlni rovnici
5 (dy 2
y(x) = B (a) .
d
dy [ dy \ﬁ i
dx 5 \y 5

2
2\/§=\/;x+2c.

2
1 P,
y = (L.FC) :E(x+_x,'0)2, X0 = ]OC

Pro rostouci vétev tedy

a po integraci

Odtud
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X

Naivni piepis y(x) — y(p) tedy pii zpétné transformaci urcuje libovolné vodorovné posunutou parabolu. Informace o poloze
plvodni funkce se ztratila.

Jednoznac¢né urceni ptivodni funkce ziskdme tehdy, pokud vedle derivace zname také prisecik jeji teCny s osou y.
Uvazujme funkci y = y(x) a oznaéme

_d
pP= dr
Tecna ke grafu v bod€ (x, y) protind osu y v bodé€ (0, z). Z jeji smérnice plyne
y—2z
p=tana = s y—2Z=px, =y —px.
x -0
y
y(x
y
a
74
X X

Legendreova transformace funkce y = y(x) s dy/dx = p je funkce

z2(p) = y(x(p)) - px(p).

5.1 Inverzni Legendreova transformace

7. definice p dostdvame

dz=dy-pdx—xdp=(dy—-p dx)—xdp =—-xdp.

~—_———
=0
Proto d
x = —ﬁ, y(x) = 2(p(x)) +x p(x).

Piimou a inverzni transformaci 1ze shrnout nasledovné:

Legendreova transformace Inverzni Legendreova transformace
y =y z=12(p)
Y — x=x(p) S =)
= — X=X X =--— = X
P=q p dp p=r
2(p) = y(x(p)) = px(p) y(x) = z(p(x)) +x p(x)
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Operace je symetrickd v obou smérech. Obecné 1ze pfechod od funkce f = f(x) k funkci jejiho sklonu zapsat jako

F(p) = £() = Sox = f(x(p) = px(p).

Priklad. M&jme

10
Potom

p:d—y:)—c x:Sp
dx 5’ 9
atedy

1 5
= —(5p)> = p(5p) = —=p*.
z(p) 10( p)” —p(Sp) 7P
Inverzni transformace dava
dz
X=——= Sp7 p=

dp
a po dosazenf

2 2
y(x)=z(p<x>)+xP(x):_§(z) +% I
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Integrabilita Pfaffovych forem

Pfaffovy formy, podminky integrability a integracni faktor

1 Pfaffova forma

Pfaffova forma je linedrni diferencidlni forma v diferencidlech nezdvislych proménnych (také 1-forma):

k
dw(xr,...,x0) = ) A, x) dxi. (1)
i=1
Zakladni otazka: Existuje w = w(x1, ..., xx) takovd, Ze (1) je jeji tplny diferencial?

2 Podminky integrability

Existuje-li takova funkce w, potom

Ve tiech rozmérech tedy
Vx(Vw) =0 = rotA = 0.

Obecné dostdvdme podminky

gszi’::, iji=1,... .k )
Celkem jde o %k(k — 1) nezavislych podminek.
3 Integracni faktor
Nejsou-li podminky integrability (2) splnény, stdle miZe existovat funkce u = u(xy,...,xx) takova, Ze
d(pAi) _ d(uA)
Ox; ox;
Jinak feCeno,
do = u dw
je uplny diferencial a existuje o = o (x, ..., xx). Po rozepsani podminky dostdvime
ou d0A; _ , Ou 0A;

—+ =A + ,
axj 'uéxj ]6xl- # 6Xi

A;

a tedy

A_(?logu _A.Blog,u :_(GA,- _ 04

i =F;; #0. 3
an I (9xi an 6x,-) ];t ()

Jdeo Jk(k—1) = (];) rovnic pro g = u(xi,...,xx).

10
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4 Priklady podle po¢tu proménnych

41 k=1

Integracni faktor existuje vZdy.

42 k=2

Dostdvame jednu parcidlni diferencidlni rovnici pro funkci dvou proménnych, takZe u vZdy existuje. Rovnice
dw = Aj(x,y) dx + Ay(x,y) dy =0
je ekvivalentni obycejné diferencidlni rovnici

dy _ _Ailx,y)
dx  Ax(x,y)

= f(x,y).

Resenf dle Picardovy-Lindelofovy véty (Véta 8.3.6 v Cerny, Pokorny - Zaklady matematické analyzy pro studenty
fyziky 2) existuje za velmi obecnych podminek a miiZzeme je zapsat ve tvaru

F(x,y) =k.

Tento zépis definuje neprotinajici se kiivky ¢islované hodnotou k. Soucasné

oF oF dy OF [0x Al
dF = —dx+ —dy=0 RO e
xS T YT T TaF/ey . A
Proto
SO 1 0F
Al dx Ay dy 0V
tj.
oF oF
— =Ax, »)A1(x,y), — = A(x,y)A2(x,y).
ox ay

Funkce 4 je hledany integracni faktor; pro k = 2 vZdy existuje.

dF =0 < dw=0.
Funkce F korektné definuje ekvipotencialy pfislusné ptivodni formé.

43 k=3

Mame tii parcidlni diferencidlni rovnice pro u = u(xy, x2, x3). PoloZme

0A; N 0A; _Ologpu

F” = -7 P 1 —
" 8XJ' 6)6,' 8xi

Pak
F = (Fp3, F31, F12) =rotA

a soustavu (3) lze prepsat jako

Eliminujme také y:

As 0 —A|§=My=F, h(M)=2.
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Resenf existuje pouze tehdy, je-li F linedrn{ kombinaci dvou nezavislych sloupcti matice M. Ekvivalentné lze psat
AX¥ =rotA.
Skaldrni soucin s A déva
0=A-(Axy)=A-to0tA < AL(Ax¥) V5.
Ve tfech rozmérech je tedy forma integrovatelnd prave tehdy, kdyz

-

A-totA = 0. 4)

5 Geometricky vyznam integracniho faktoru a teorie potenciilu

Nechf M je hladk4 n-rozmérnd hladk4 varieta a @ € A' (M) je nenulové pole 1-forem na M. Toto pole v kazdém
bodé& urcuje nadrovinu v te¢ném prostoru T, M

Dy, = Kera/|p cT,M.

Ptirozend otdzka zni, zda se tyto nadroviny sklddaji do skute¢nych nadploch, tedy zda existuji lokdIni hladiny o = konst.,
jejichZ te¢né prostory jsou pravé D,.
Odpovéd dava Frobenitv teorém (NTMF059, NTMFO37, NTMF038). Pro distribuci kodimenze jedna plati lokdlni
ekvivalence
D = ker « je integrabiln{ — a Ada = 0.

Je-1i podminka splnéna, potom Ize v okoli kazdého bodu nalézt nenulovy integracni faktor u a funkci o tak, Ze
ua =do.
Pro @ = A - d7 ve tfech eukleidovskych dimenzich se pfitom dostava

a/\da:(ﬁ-rotg)dx/\dy/\dz,

v s

takZe Frobeniova podminka je presné rovnice (4). Frobeniliv teorém je lokalni. Globdlni otdzka je jemnéjsi: uzaviena
1-forma je podle Poincarého lemmatu lokdlné exaktni, ale globdlni potencidl existuje prave tehdy, kdyz jeji tfida
ekvivalence v prvni homologické grupé H(liR(M) vymiz{.

Na kompaktni orientovatelné Riemannovské varieté rozkladd Hodgeova teorie kazdou 1-formu ve tvaru (NTMFO60)

a=dp+dB+h,

kde % je harmonickd forma. Je-li ua uzaviena, jeji harmonicka ¢ast reprezentuje globalni topologickou prekdzku k
tomu, aby ua byla diferencidlem jediné globalné definované funkce. Touto pirekdZkou miiZe byt napiiklad “dira” ve
varieté.

Navaznosti na dalsi kurzy. Stejna struktura se tedy znovu objevuje v diferencidlni geometrii (distribuce a foliace v
pfedmétu Geometrické metody teoretické fyziky I: NTMF059), globdln{ analyze (de Rhamova kohomologie a Hodgeova
teorie v predmétu Geometrické metody teoretické fyziky II: NTMFO60), teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic, teorii
relativity (NTMFO37, NTMF038) a kalibracnich teoriich (NTMFQ22, NTMF060).

12



NTMF043 | Termodynamika a statistickd fyzika I 5 Akademicky rok 2026/2027
Cviceni 1 | Pfaffovy formy Dominik Safranek, Jan Vendelin Tajéovsky

6 Priklady

Priklad. 1.k = 2:
dw=(x*>+y)dr—xdy=0.

a) Ukazte, Ze 1ze hledat integraéni faktor ve tvaru u = u(x).
1

b) Ukazte, Ze u = =-
X

c) Ukatzte, Ze
do =u dw = a':x—X+C.
X

Priklad. 2. k = 3:
w=yxdx+xzdy+xyzdz=0.

1. Ovérite, ze

1
u=—, xyz # 0.
xyz

2. Ukazte, Ze

o =log|x| +1log|y|+z+C.

Piiklad. 3.dQ =dU + p dV:
a) Uvazujte U = U(p, V). Potom

ou ou
d9=—| dp+ ||| +p|dV.
2=(57), | (@),
b) Najdéte rovnici pro integracni faktor A:
0 ou 0 1 ou N
av |"\ap),|,~ ap avppv

c) Ukazte, Ze tuto rovnici lze pfepsat na

13
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