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Obsah prednasek

Tyden 1: 1.10. — Uvod, 1. termodynamicky zakon
Cviceni: Opakovani matematiky pro TD

e Materidly ke cviceni — implicitni funkce, iplné diferencialy etc.
Piednaska:

e mikroskopicka a makroskopickd pozorovani, mikrostavy a makrostavy

A macroscopic state is not a property of a thermodynamic system; it is a descrip-
tion of a thermodynamic system based on macroscopic measurements. Due to the
experimental uncertainty, a macroscopic state is consistent with an infinity (?) of
microscopic states. Property is an exact characteristic of a system, description is
something like an estimate of a property — something that is approximately true.

Thermodynamics deals with descriptions, not true properties. R. H. Swendsen

e stav termodynamické rovnovahy

Kazdy izolovany systém dospéje po dostateéné dlouhém case do stavu TD rov-
novdhy, ktery je plné uréem v case neménnymi hodnotami nékolika mdlo TD

promeénnych. Tento stav jiZ systém samovolné neopusti.

e popis rovnovaznych stavi — stavové proménné (intenzivni — extenzivni; vnéjsi —
vnitin{), stavovy prostor

e prace, adiabaticka préace
e vnitini energie jako stavova veli¢ina, kalorickd stavova rovnice
e teplo: Q=AU — W

e kvazistatické procesy, prvni termodynamicky zakon v diferencidlnim tvaru

dU =dQ +dW =dQ + > y;dX;

1

e systém a jeho interakce s okolim — adiabatické, diatermalni, permeabilni a jiné
steny

e nulty termodynamicky zédkon — vzajemnd tepelnd rovnovaha je tranzitivni

— empiricka teplota — princip teploméru, izoterma

— termickd stavova rovnice (idedlni a van der Waalsuv plyn, idedlni paramagnet)

— 1zoterma

Pozndmky:

1. Uvod, prvni a nulty termodynamicky zakon


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2026/CV1.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L01_uvod_UQWtheta.pdf

Tyden 2: 8.10. — Druhy termodynamicky zakon, teplota

Cviceni: Rovnovazné stavy, 1. TDZ, prace a teplo
e Materialy ke cviceni
Doporucené tlohy (* oznacuje diilezité tlohy)
1.* rovnice adiabaty pro plyn popsany stavovou rovnici U = ¢pV + «

2.* Urcete préaci a teplo podél libovolné trajektorie mezi dvéma body ve stavovém
prostoru, lezicimi na téze adiabaté. Rovnice adiabaty systému je p®V?° = konst.
[Callen str. 21, cv. 1]

3. polytropicky proces (konstantni tepelnd kapacita) — vdW plyn

4. odvodte Meyeriv vztah mezi tepelnymi kapacitami pii konstantnim objemu a kon-
stantnim tlaku pro obecny jednoduchy systém (viz text — dobie definovat tepelnou
kapacitu, zduraznit charakter ruznych veli¢in a jejich derivaci z pohledu analyzy
funkei vice proménnych)

5. Plyn charakterizovany kalorickou stavovou rovnici U = ¢pV + « projde ,trojihel-
nikovy“ cyklus v pV-roviné, sklddajici se z izobary (p1, V1) — (p1, Vo > V1), beze-
jmenné tusecky (p1,V2) — (p2 > p1, V1) a izochory (pe2, Vi) — (p1, Vi >. Spocitejte
Q a W pro vSechny tii procesy a pokuste se urcit uc¢innost cyklu.

[Callen str. 24, prob. 1.8-3]

6. Pro jednoduchy systém charakterizovany parametry p, V', # najdéte podminky, za
kterych adiabata splyva s izotermou.

Prednaska:

e cyklické procesy, termodynamické stroje

e Druhy termodynamicky zakon

Pokud teplot prechdzi samovolné z télesa A na téleso B, melze realizovat proces,

jehoz jedinym vysledkem by byl prenos tepla z B na A.
e vratny proces
— rovnovazny proces, ktery lze projit v opacném sledu stejnych rovnovaznych
stavil a systém i okoli se vrati do vychoziho rovnovazného stavu

— kvazistatické limita samovolné probihajicich nevratnych déju mezi systémy
ve vzajemné rovnovaze

e Carnotiiv teorém, Carnotuv cyklus

. . . . o . L L,
Vratny stroj je ze vsech stroju pracugicich mezi stejngmi ldznémi ten nejucinnéjsi.


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2026/CV2.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2020/meyer.pdf

e dusledek: u¢innost nr = nr(01,02) vsech vratnych stroju pracujicich mezi stejnymi
ldznémi je stejna

e absolutni termodynamicka teplota

T
—=1- To, T
T nR( 05 )

— existence absolutni nuly — lazen, ze které jiz nelze Cerpat dalsi teplo

Pozndmky:

2. Druhy termodynamicky zakon

Tyden 3: 15.10. — Clausiova nerovnost, entropie

Cviceni: Cykly, Clausiova nerovnost
e Materidly ke cviceni
Doporucené tlohy

1.* Carnotuv cyklus (izoterma 6 = 6;, — adiabata — izoterma 6 = 6. — adiabata) s
idedlnim plynem jako pracovni latkou

e predpokladejte, ze znate termickou stavovou rovnici pV o NO a vite, ze
vnitini energie zavisi pouze na teploté, U = U(0)
e ukazte, empirickd teplota 6 v termické rovnici je piimo absolutni teplota (pii

vhodné zvolené konstanté imérnosti)

e rozmyslete, ze cyklus mé idealni tc¢innost bez ohledu na pracovni latku a
hodnotu libovolnych parametru jinych nez T' (toto obzvlasté v p—V diagramu
neni zfejmé — namalujte dva Carnotovy cykly mezi spoleénymi izotermami
ale jeden v oblasti vysokych a druhy v oblasti nizkych tlaki) — zde se hodi
entropie, budeme diskutovat na pristi prednadsce

2. Carnotuv cyklus s elektromagnetickym zafenim jako pracovni latkou:

U

h— b T4. y h— .
U | ’ p 3‘ 7
3.% Postup Vy'poétu uc¢innosti obecného Cykhll

(a) dopocitat relevantni termodynamické veli¢iny ve vsech vrcholech (7', U, V,

Dyevy S)


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L02_2TDZ.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2026/CV3.pdf

(b) urcit teplo vyménéné v jednotlivych usecich: Q;y, = ZQ,;>O Qi, Qout = ZQi <0 Qi

‘Qout|
n=1-———
Qi’n,
(c) alternativné urcit teplo dovniti a celkovou praci W =3, W;
LW
Qin,

(d) zvolte a dodrzujte vhodnou znaménkovou konvenci

(e) snazte se praci i teplo pocitat z rozdilu stavovych veli¢in: po izobafe plati
W = pAV, po izotermé @Q = TAS, ...; integrdly po konkrétni trajektorii
jsou az posledni moznost

4.* Pro Ottuv cyklus (model zdzehového motoru: adiabatické stlaceni — izochorické
zahtati (hofeni) — adiabatické roztazeni — izochorické ochlazeni) s jednim molem
idealniho plynu jako pracovni latkou najdéte uc¢innost jako funkci kompresniho
pomeéru.

5.  Endoreverzibilni cyklické procesy [Callen, str. 125-127]

Prednaska:

e (Clausiova nerovnost

— plati pro vSechny (i nevratné a nekvazistatické) cyklické procesy

— T’ je teplota okoli, se kterym systém interaguje; teplota systému nemusi byt
vubec definovdna (nepozadujeme rovnovahu)

— pro vratné cyklické procesy plati rovnost (zde T je jiz teplota systému, nebot
tato je ve vratném procesu definovdna a nutné stejnd jako teplota okoli)

aqQ
§ % -0
rev
e FEntropie

— Clausiova nerovnost pro vratné cykly = definice entropie



— prvni a druhy termodynamicky zakon pro vratné kvazistatické procesy:
dU = TdS + Y y;dX;
J

— entropie neklesd — v libovolném procesu v izolovaném systému plati AS > 0

e Vztah mezi kalorickou a termickymi stavovymi rovnicemi

dl ou Y
ds = Q je uplny diferencial = ( ) =y, —T ( yz)
T X T, Xz or X1,.., X}
o Teorém mazimdlni prdace — viz cviceni v dalSim tydnu

Pozndmky:
3. Entropie

4. (dodatek) Druhy termodynamicky zdkon podle Carathéodoryho

Tyden 4: 22.10. — Axiomy termodynamiky, podminky rov-
novahy

Cviéeni: (* oznacuje diilezité tlohy, tuéné zvyraznéné byly probrany na pondélni paralelce)
e Entropickd fundamentalni rovnice
1.* Odvod'te entropickou fundamentdlni rovnici S = S(U,V, N) s diferencidlem
1 p %
dS = =dU + =dV — =dN
T T T
pro jedno-komponentni idedlni plyn se stavovymi rovnicemi

pV =NRT U =cNRT.

Chybéjici stavovou rovnici pro chemicky potencidl ;1 nahrad'te pozadavkem
na homogenitu entropie.

S(AU, AV, AN) = AS(U,V, N).

Pozn.: Extenzivita entropie na prednasce zatim plnohodnotné motivovana nebyla, a tudiz
ani koncept chemického potencidlu p. Uz z tvaru diferencidlu dS pro uzaviené systémy
(dN = 0) nicméné extenzivita vypadd jako rozumny predpoklad; na prednésce rozebereme

podrobnéji.


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L03a_Entropy.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/L3c_Caratheodory.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/tutorials/T3_entropie.pdf

2%

3.*

Odvod'te obecnou podminku integrability mezi termickou a kalorickou stavo-

(), (3,

Vyuzijte zaménnosti smiSenych druhych derivaci podle 7" a V' funkce

vou rovnici

S(T,V,N) = S(U(T,V,N),V,N).

Najdéte (molarni) entropickou fundamentdlni rovnici s = s(u,v) van der Wa-
alsova plynu s termickou stavovou rovnici

RT a

P=p T

kde u a v jsou molarni vnitini energie a objem. Chybéjici kalorickou stavovou
rovnici najdéte z podminky integrability (1) ve tvaru, ktery je co nejjednodussi
modifikaci kalorické rovnice idedlniho plynu.
— Diskutujte vyznam parametru b a a, piipadné také viridlovy rozvoj a jeho
vztah k vdW rovnici (viz pozndmky k prvni prednésce na konci).

4. Najdéte entropickou fundamentalni rovnici pro elektromagnetické zareni —
fotonovy plyn — se stavovymi rovnicemi
U=wT* 3pV ="U.
— Diskutujte, pro¢ entropie nezavisi na poctu ¢astic (jak zdédnlivé plyne z
pozadavku na extenzivitu).
5. Diskutujte pripustnost riznych kandidat na fundamentalni rovnici z hlediska
pozadavki na entropii. [Callen str. 32, prob. 1.10-1]
(Mﬁée byt vhodnéjsi az po dalsi prednasce a reformulaci postuldti termodynamiky.)
Piednaska:

e FEntropie v oteviengch systémech — extenzivita

entropie idedlniho plynu pro uzavieny systém
extenzivita entropie otevienych systému jako dodateény postuldt

* Gibbsuv paradox a podminky rovnovahy pii vymeéneé ¢éastic jako motivace
pro extenzivitu entropie

diferencial vnitini energie a entropie pro oteviené systémy

chemicky potencidl

e Axiomatickd termodynamika

1.

Existuji rovnovazné stavy makroskopickych systému, které jsou charakteri-
zovany hodnotou vnitini energie a malym poctem k extenzivnich parametru.


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2022/L1_uvod_UQWtheta.pdf

2. Existuje entropie jako stavovéd funkce S = S(U, X1,...,Xk). V izolovaném
slozeném systému bez vnitinich vazeb je rovnovazny stav charakterizovan ta-
kovymi hodnotami extenzivnich parametru, které maximalizuji hodnotu en-
tropie na prostoru vSech rovnovaznych stavu slozeného systému vynucenych
libovolnymi vazbami.

3. Entropie je spojita diferencovatelna funkce vSech proménnych, je monoténné
rostouci funkci U.

4. Entropie slozeného systému je aditivni pres podsystémy.
5. (Napr:) Zména entropie mezi rovnovaznymi stavy spojend s izotermickym

procesem je v limité 7" — 0 nulova.

e Podminky rovnovdhy a intenzivni parametry

— definice intenzivnich parametra (1/7, p/T, ...) jako parcidlnich derivaci
fundamentalni rovnice S = S(U, X, ..., Xy) = S(U, X)

k
_ 1 Yiax,
dS = —dU ;:1: X

skrze ruzné formy termodynamické rovnovahy mezi podsystémy

— stavova rovnice:

<

i

(U, X)

N
NIE

Pozndmky:
5. Entropie v otevienych systémech
6. Postulaty termodynamiky v entropické reprezentaci

7. Podminky rovnovéhy, Eulerova rovnice


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L03b_Entropy_open.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L04a_postulaty.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L04b_Equilibrium.pdf

Tyden 5: 29.10. — Energeticka reprezentace, termodyna-
mické potencialy

Cviceni: cviceni St 28.10. odpada (statni svatek)
e Teorém maximalni préce

1.* Uvazte dva systémy s konstantnimi tepelnymi kapacitami Cy, Cy a po¢atecnimi
teplotami 77 a T5. Systémy uvedeme do tepelného kontaktu a tok tepla
vyuzijeme k produkci prace.

— Jaky objem prace muzeme maximalné v procesu ziskat?
— V jakém rozsahu teplot se muze ustavit kone¢na rovnovaha?

= T je maximalni konecnd teplota, nalezena v predchozi podiloze. Ukazte,
ze celkova zména entropie

max Tmax
AS =C1 log};ji1 + Cs log 92
je nutné kladné.
2.* Uvazte tfi stejnd teélesa s konstantnimi tepelnymi kapacitami C; = C a

pocatecnimi teplotami 77 < 15 < T5. Koncovy stav je charakterizovan po-
zadavkem, aby jedno z téles skoncilo na nejvyssi mozné teploté. Jaka je tato
maximalni teplota?

3. Jeden mol 1-atomového idedlniho plynu je uzavien v nadobé o objemu V; a
jeho teplota je T;. Plyn je uveden do kontaktu s koneénym zdrojem tepla s
tepelnou kapacitou Cp = R(2 + aT') (a < 1), jehoz pocétecni teplota je T;.
Plyn pfejde do koneéného stavu definovaného parametry Vy = 2V; a Ty = T;
(v koneéném stavu nutné nenastava rovnovaha mezi plynem a zdrojem tepla).
Jakou maximalni praci muzeme z procesu vytézit?

e Podminky rovnovihy, entropicka fundamentalni rovnice 11

1.* Pf. 2 v pozndmkéch k predndsce: Studujte rovnovahu vzhledem k vymeéne
castic mezi dvéma komorami s idedlnim plynem. Porovnejte podminky rov-
novahy ziskané z neextenzivni fundamentalni rovnice

S(U,V,N) = Nkglog KUUO> G//O)] + S

a z opravené extenzivni varianty. Ktera je fyzikalné smysluplnéjsi?
2. [Callen] Problem 2.7-1 (str. 53)
3.* [Callen] Problem 2.7-3 (str. 53)


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/tutorials/T5_MWT.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2022/tutorials/T4_Equilibrium.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L03b_Entropy_open.pdf#page=2

4.*% Studujte podminky rovnovahy smeési Ho, Og a COs, mohou-li probihat reakce

2Hy + Oy = 2H50
COy+Hy; = CO-+H,0
200 +09 = 2CO09

Ukazte, ze spolu s vazbami na celkové pocty jednotlivych atomu dostdvéte
spravny pocet rovnic pro neznamé koncentrace vSech zastoupenych molekul.

5. [Callen] Problem 2.9-1 (str. 58)

6.% (samostudium, viz doplikovy text )
Najdéte entropickou fundamentalni rovnici viceslozkového idealniho plynu a
identifikujte smésovaci entropii.

— Ukazte, ze tlak plynu lze vyjadrit jako soucet parcidlnich tlaku slozek,
pP=2_;Di

— Ukazte, ze chemicky potencial i-té slozky lze vyjadrit jako

(T, ps) = kT log <p> (D),
Po

kde p; je parcialni tlak, pg = kf(]T je tlak libovolné slozky v referenénim

stavu (spoleény pro vSechny slozky) a f;(T) je funkce pouze teploty a
parametru slozky (c¢;, So;)-

Piednaska:
e Dusledky extenzivity entropie
— pro dostatecéné velké systémy (se zanedbatelnymi jevy spojenymi s rozhranim)

SNU,AX1, ..., AX)) = AS(U, X1, ..., Xy)

— FEulerova rovnice

kde intenzivni parametry 7', y; je tfeba chapat jako funkce extenzivnich pro-
meénnych {U, Xi,..., X}

— Gibbstv-Duhemiv vztah pro I-komponentni systém
1
> Njdp; = —SdT + Vdp,
j=1

snizuje pocet nezavislych intenzivnich parametru o jeden


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2022/appendices/A4_id_gas.pdf

o Energetickd reprezentace — U = U(S,X) je také fundamentdlni rovnice

k
dU = TdS + Y yidX;
=1

— intenzivni parametry lze ekvivalentné definovat jako

r= (o), v=lox)
05 ), VT \0Xi)sx

— Vztah mezi variacemi vnitini energie a entropie

WU=0<305=0
0*U = 0T6S + Y 6y6X; = —T6°S
i
e Ekvivalence principi maxima entropie a minima energie

[5S]U,X <0 & [5U]5’X >0
J. W. Gibbs, Transactions of the Connecticut Academy of Arts and Sciences, Vol. III, 1875-1878

i) For the equilibrium of any isolated system it is necessary and sufficient that in all possible
variations of the state of the system which do not alter its energy, the variation of its entropy
shall either vanish or be negative.

it) For the equilibrium of any isolated system it is necessary and sufficient that in all possible
variations in the state of the system which do not alter its entropy, the variation of its energy
shall either vanish or be positive.

o Legendreovy transformace — jednoznacné urceni funkce pomoci obélky tecen

oy

Y=Y(X,2), p(X,Z) = ((9X

>Z = Y(p,2)=Y(X(p,Z2),Z) —pX(p, Z)

o Termodynamické potencidly jako LT vnitini energie

— Helmholtzova volnd energie
* U[T] = F(T,X;¢§) = U(T, X;£) = TS(T, X;€)
* popisuje systém v rovnovaze s lazni o teploté T
+ dF = —S(T,X)dT + ¥, (T, X)dX; + ¥, (9L ) dg
* princip minima pro F' pfi konstantni teploté:
[dF)rx =0, [d*Flrx >0

 fyzikdlni vyznam — prace dostupnd v izotermickém procesu: [dF|r =dW

Pozndmky:
8. Eulerova rovnice
9. Energeticka reprezentace

10. Termodynamické potencialy


https://ia800205.us.archive.org/18/items/transactions03conn/transactions03conn.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L04b_Equilibrium.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L04c_Extremum_principles.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L5a_Potentials.pdf

Tyden 6: 5.11. — Maxwellovy relace, podminky stability

Cviceni: Termodynamické potencialy

Jisté se nestihne vse oznacené, na cviceni spocitame jen vybrané potencialy pro idedlni a fotonovy
plyn. Vysledek ulohy 3 se bude hodit v DU, pokud se nestihne na cviceni, méli by si ho studenti
rozmyslet samostatné.

1. Najdéte Legendreovu transformaci funkce y(z) = AeB*

2.* Pro jednokomponentni idedlni plyn najdéte fundamentdlni rovnice U(S,V,N),
F(T,V,N), G(T,p,N) a H(S,p,N).

3.* Ukazte, ze pro multikomponentni idedlni plyn je Helmholzova volnd energie aditivni

pres komponenty,
l

F(T,V,Ny,...,N) = > F(T,V,Ny),
i=1
a ze podobna aditivita neplati pro ostatni termodynamické potencidly.
4.* Pro fotonovy plyn se stavovymi rovnicemi U = bVT?* a p = ;—V najdéte fun-
damentédlni rovnice U(S,V,N), F(T,V,N), G(T,p, N) a H(S,p, N). Diskutujte
otazku chemického potencialu.

Ut

Pokuste se najit termodynamické potencidly pro van der Waalsuv plyn.

Prednaska:
o Termodynamické potencidly jako LT vnitin{ energie
— Entalpie
* H(S,p,N) =U(S,p,N) +pV(S,p,N)

* dH =TdS + Vdp + pdN
* teplo uvolnéné v izobarickém procesu: [dH], n, =dQ

Gibbsuv potencial
x* G(T,p,N)=U(T,p,N)—TS(T,p,N) +pV(T,p,N)
x dG = —SdT + Vdp + udN
— Velky (grand-) potenciél
& Q(T,V, 1) = U(T,V, 1) = TS(T, V. 1) — uN(T, V, )
* dQ) = —=8dT — pdV — Ndu
— tyto a dalsi potencidly (vyjadieny ve svych pfirozenych proménnych) jsou
fundamentalni rovnice ekvivalentni U = U(S, V, N) — rovnovazny stav urcen
principem minima, obsahuji vSechny stavové rovnice

e Funkce Massieu jako LT entropické fundamentalni rovnice


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/tutorials/T6_Potentials.pdf

— systém v kontaktu s tepelnou lazni (odpovida volné energii)

’ [H =S(/T,V. N) - U(T7TV’N) _ —F(T;/,N)

I 1 p I
ds [T} =-Ud <T> + TdV TdN
— Dalsi funkce Massieu analogicky, méné trividlni je napt. S[p/T]

e Koeficienty linearni odezvy

oY

Y =| — X = X
- (85) 5o

— druhé derivace Gibbsova potencialu:

ao L(ovy 1[0V o _7(92
~vier), " v\ep ), " “\or),

o Mazwellovy relace

— vztahy (zejména mezi koeficienty lin. odezvy) plynouci ze zdménnosti druhych
derivaci termodynamickych potencidlu

x dG = —SdT + Vdp + udN

0%G B 0*G N vy _ [0S
oTop)  \opoT oT » N op )

— analogické relace plynouci z dalsich potencidla

— postup redukce derivaci
* vyjadieni termodynamickych veli¢in pomoci «, rr, C), a stavovych proménnych
x aplikace: Meyeruv vztah, sklon adiabaty a izotermy

o Podminky stability

— stabilni rovnovdha v reprezentaci fundamentalnich rovnic S = S(U,V, N;¢)
resp. U = U(S,V, N;§):

deS=0& diS<0 & dU=0&dU>0

— studium systému slozeného ze dvou identickych podsystému: ng < 0 im-
plikuje globélni konkdvnost fundamentalni rovnice S = S(U,V,N) jedno-
duchého systému resp. konvexitu U = U(S,V, N)

& 6T6S + Y 6yi0X; = 0T3S — 6pdV + dudN > 0

)


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/appendices/A5_redukce.pdf

— analogicky pro dalsi termodynamické potencidly UJ...](...):

* TD potencidly v energetické reprezentaci jsou konvexni na podprostoru
extenzivnich a konkavni na podprostoru intenzivnich proménnych, viz

dodatek

— zdkladni dusledky — podminky koeficienty linedrni odezvy (potazmo na sta-
vové rovnice):
Cp, >0, Cy>0, k>0, Ks>0

oLy (o >0
ON )y, = \oN ), =

11. Koeficienty linearni odezvy, Maxwellovy relace

Poznamky:

12. Podminky stability

Tyden 7: 12.11. — Fazové prechody I. druhu

Cviceni: Aplikace termodynamickych potencidli, Maxwellovy relace

1.* Izotermicka prace [Callen 6.2-3 (str. 160)]

Dva podsystémy jsou uzavieny v nadobé a oddéleny pistem. Kazdy podsystém je
smési jednoho molu He a jednoho molu Ne a je mozné ho popisovat jako smés
idedlnich plynu. Pist je propustny pro He, ale ne pro Ne. Oba podsystémy jsou
navic ptres diatermalni sténu v rovnovaze s rezervoarem o teploté T'. Na pocatku
zabird kazdy z podsystému stejny objem V{. Kolik préce je tieba vynalozit k po-
sunuti pistu tak, aby v konecném stavu podsystémy zabiraly objemy Vi = 0.5V
respektive Vo = 1.5V7

Tato dloha je oznacena jako dilezZitd, nicméné pro cviceni u tabule pomérné obtiznd. Doporucena

pro samostudium.
2.* Volnd expanze do vakua
e Odvod'te obecné Jouleuv koeficient sz,
3.% Joule-Thomsonuv jev

e Odvod'te obecné Jouletiv-Thomsoniv koeficient 7,
e diskutujte chovani «(7) pro redlné plyny a teplotu inverze,

e Urcete teplotu inverze pro van der Waalsuv plyn


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/appendices/A6_concavity.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L6a_Maxwell_Relations.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L6b_Stability.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/L6a_Maxwell_Relations.pdf#page=12
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/L6a_Maxwell_Relations.pdf#page=9
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/L6a_Maxwell_Relations.pdf#page=10
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/tutorials/T7_Maxwell_I.pdf

4. Maxwellovy relace

5. [Callen 6.2-2 (str. 160)]
Uloha k samostudiv — nalezend minima volné energie se zdd byt mozZné pouze numericky.
V nadobé rozdélené pistem se nachdzi v kazdé komoie 1 mol van der Waalsova
plynu. Oba plyny maji stejnou tepelnou kapacitu ¢ a ,velikost molekul“ b, ale
ruzné ,interakéni konstanty® a;:

Cely systém je v kontaktu s lazni o teploté T. Jakou praci plyn vykona, pokud
nadoba zdvojnasobi objem a pritom vnitini pist udrzuje mechanickou rovnovahu
mezi komorami?

Piednaska:
o Fazové prechody I. druhu

— van der Waalstiv plyn
x Gibbsuv potencidl slozeného systému a jeho dvé minima odpovidajici
plynné a kapalné fazi
* nestabilni izoterma vdW plynu, kriticka teplota
x koexistence fazi — Maxwellova konstrukce, pakové pravidlo

kiivka koexistence, (Clausiova-) Clapeyronova rovnice

— latentni teplo, Kirchhoffova rovnice

fazovy diagram pro jednoduché systémy

multikomponentni systémy - Gibbsovo pravidlo fazi

— bindrni systémy (smési) — fazovy prechod kapalina-plyn a kapalina-pevna faze

Poznamky:

13. Fazové prechody 1. druhu


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/tutorials/T7_Maxwell_I.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L7_fazove_prechody.pdf

Tyden 8: 19.11. — Uvod do statistické fyziky, mikrokano-

nicky soubor

Cviceni: Fazové pirechody: zadani a netplné feseni (ndpovéda: vyucujici mohou délat
chyby!).

1.* Vysokd, nahofe oteviend nddoba je ¢astecné naplnéna kapalinou a ochlazena na

-5°C. Pri této teploté latka u dna stuhne az do vysky h a nad touto trovni zustane
v kapalné fazi. Pokud teplotu dale snizime na -5.2°C, rozhrani pevné faze-kapalina
se zvedne o Ah = 40 cm. Latentni teplo tani je [ = 2cal/g a hustota kapalné fize
je 1g/cm3. Jak4 je hustota pevné faze? Teplotni roztaznost obou fazi zanedbejte.

2.*% [Callen 9.7-1,2] Uvazujme fazovy diagram dvouslozkového systému. Pro konkrétni

3.*

4.

tlak je v (T',c1) reprezentaci oblast koexistence plynné a kapalné féze ohranicena
funkcemi
T=Ty— (To —Ti)c}

T = T() — (TO — T1)61(2 — Cl),

kde ¢; je koncentrace ,prvni¢ slozky. Kapalina se nachazi hluboko pod teplotou
varu a pocateéni koncentrace je ¢; = 1/2.

a) Smeés uvedeme za konstantniho tlaku k varu. Jaké bude koncentrace ¢; v pafe
ve chvili, kdy se smés pravé zacne varit?

b) Je-li (—%) > (0 ubytek latky v kapalném skupenstvi, ukazte, ze

dey = =[(2c1 — )'? — a1 <_“3<[V>

je zmeéna konentrace prvni slozky v kapaliné.

c) Popiste na tomto diagramu cely proces vypafovani a vysvétlete, pro¢ nelze v
procesu destilace ziskat ani minimalni mnozstvi ¢isté slozky 1 nebo 2 ani v
plynném, ani v kapalném skupenstvi.

Odvod'te Gibbsovo pravidlo fazi f = 2 + k — 7, kde f je pocet stupniu volnosti
(dimenze piislusné nadplochy ve stavovém prostoru) odpovidajici koexistenci 7 fazi
v k-slozkovém systému. Naptiklad pro koexistenci tif fazi v jednoduchém systému
dostavame f = 0 — trojny bod.

V blizkosti trojného bodu NHj je tlak nasyscené pary na kapalnou fazi popsan

rovnici (p v Pa)

3063
1 =24,38 — ——
ogp ) T


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/tutorials/T8_Phase_transitions.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/fazove_prechody_solution.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/L7_fazove_prechody.pdf#page=12

a nad pevnou fazi rovnici

3754
logp = 27,92 — ———.
ogp = 27,9 A

Najdéte trojny bod (7', p). Jaka jsou latentni tepla sublimace a varu? Jaké je
latentni teplo tani v blizkosti trojného bodu?

5. Najdéte kriticky bod van der Waalsovy izotermy (7, v., p.) a vyjadiete stavovou
rovnici p = p(T,v) a hustotu volné energie f = f(7,v) v redukovanych proménnych

T:T/TC,I/:U/UC aﬁ:p/pc'

6. Ukazte, ze Gibbsuv potencial pro modelovy systém z predndsky (dvé komory s
jednim molem idedlniho resp. van der Waalsova plynu v kontaktu s rezervoarem
T, p) lze v redukovanych proménnych vyjadrit ve tvaru

- a . .
g(T7p7V1) - %Q(Tvpv Vl)

I _ 3 8 21 (3p; — 1) .
g(Tapa Vl) =wnp———Tlog | ————| + 740
1%} 3 P

Na doma: Studujte chovéni g jako funkce v1 pro ruzné kombinace 7, p pod i nad kritickou teplotou
7 = 1. Naptiklad v Mathematice (mij neumeély notebook ke stazeni zde) je mozné nakreslit také
3D graf
_ 99

or

Vimin = Vmin(T,p) anebo s(7,p) = ,

kde vmin je objem odpovidajici globdlnimu minimu ¢ za dané teploty a tlaku. Na obou grafech
uvidite skok na ktivce koexistence, ale také moznost obejit kriticky bod a dosédhnout bodu nad a

pod ktivkou koexistence bez fazového prechodu.

7. [Callen Ex. 2, str. 241] Pro (redukovanou) van der Waalsovu stavovou rovnici
najdéte rovnici definujici hranici oddélujici oblasti ¢isté kapalné a plynné faze od
oblasti koexistence (,zvon“ definovany Maxwellovou konstrukei na nestabilnich
izotermach).

Piednaska:
e mikroskopicky model: fazovy prostor, hamiltonian, Hamiltonovy pohybové rovnice

e mikrostavy u = pu ({Pqu}?i\G) vs. makrostavy M = M (U, X1,..., Xk)

o pravdépodobnostni popis: casové stfedni hodnoty vs. stfedni hodnoty pres stavovy
prostor; ergodicka hypotéza

1 t+T ) 3N
(F)() = 7 / dt'F(p(t'),q(t)) = / drnF(p,quw(p,q.t), dry = Hdpid%'

t

e statisticky soubor: N’ — oo identickych kopif systému ve stejném makrostavu


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/code/vdW_id_equilibrium.nb

e hustota pravdépodobnosti na fazovém prostoru

dN (p,q,t)
= lim ——2>~2
w(p7 q, t)dTN Nl—r>noo N
e Liovilleuv teorém: dry = dryy
— Casovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti

ow dw  Ow
— ={H & — = — . =0
o ~ Ut e Gr =g V- (wy)

— casovy vyvoj stfedni hodnoty pozorovatelné F(p, q)

%<F(t)> Z/dmaw(p’q’t)F(p,q) :/dTN {H,w} F(p,q)

ot
— V rovnovaze %(F ) = 0, rovnovaznd hustota pravdépodobnosti tedy muze
zdviset pouze na integralech pohybu (spec. w = w(E,V,N) pro izolovany

systém)

e Princip steynych pravdépodobnosti: vsechny mikrostavy realizujici dany makrostav
jsou stejné pravdépodobné

e Boltzmannova entropie:

S=klogW

W je mira pravdépodobnosti daného makrostavu (permutabilita, ,poc¢et dostupnych
mikrostavu®); v klasickém popisu je ddna objemem fédzového podprostoru defino-
vaného makrostavem {E = H(p,q), V, N}

o Mikrokanonicky soubor
— popisuje izolovany soubor v rovnovazném makrostavu definovaném konstantni
energii H(p,q) = E
— element fazového prostoru
3N
drv = dpidg;
. .

~ NI h
=1

* h je normalizace zajistujici korespondenci s klasickou limitou kvantové
mechaniky

x 1/N! je oprava odrazejici zde kvantovou nerozlisitelnost ¢astic plynu
* pritomnost 1/N! v definici dry tedy zavisi na konkrétnim systému, ob-
vykle lze vydedukovat s pozadavku na extenzivitu entropie



— hustota pravdépodobnosti je konstantni na prislusném podprostoru fazového
prostoru

seovvi Hp,q)=E
w(p,q;E,v,N)z{ E<E’0V’N> Hip.q) +

S(E,V.N) = [ drysiE - Hip.q)
— entropie mikrokanonického souboru je ddna logaritmem fdzového povrchu %
S(E,V,N) =kplogX(E,V,N)

a predstavuje entropickou fundamentalni rovnici

— intenzivni parametry (7', p, p,...) jsou definovany prislusnymi derivacemi
entropie — stavovymi rovnicemi (viz termodynamické identity)

Poznamky:

14. Liovilleuv teorém, mikrokanonicky soubor


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L09_SF_Liouville_microcanon_annotated.pdf

Tyden 9: 26.11. — Chemicka rovnovaha (samostudium)

Cviceni: TD potencidly a Maxwellovy relace — aplikace

1.* Magnetické chlazeni
Paramagneticka latka [M (T, H = 0) = 0,dW = HdM] je charakterizovana kaloric-
kou stavovou rovnici U = BT* a izotermickou susceptibilitou y7 = A/T (A > 0).

a) Kolik tepla pfitece do systému, pokud izotermicky zapneme pole z hodnoty
H = 0 na hodnotu H = Hy?

b) Jak se zméni teplota, pokud ndsledné magnetické pole adiabaticky vypneme?

2.% Maximalni préce reloaded
Jeden mol plynu piejde ze stavu {pa, va, Ta} do stavu {pp < pa, vp > va,
Tp =7} (Tp je jedind neznamd hodnota). Je pritom v kontaktu s nekoneénym
rezervoarem o teploté Ty < T4. Jakou maximalni prac muzeme béhem tohoto
procesu ziskat? Zname rovnici adiabaty plynu ve tvaru pv? = konst. a dédle vime,
ze pri konstantnim tlaku p = p4 plati pro tepelnou kapacitu ¢, = Bv3/2 a pro
koeficient tepelné roztaznosti a = 3/7.

Chemicka rovnovaha

1. [Callen, str. 295] Dva moly H2O jsou uzavieny v nddobé a zahfdty na teplotu
2000 K a tlak 1 MPa. Konstanta rovnovahy pro reakci

1
HyO = Hy + 502

mé hodnotu K (T = 2000) = 0.0877 Pa!/2. Jaké je rovnovazné slozen{ smési? Jak se
toto slozeni zméni, pokud teplota ziistane stejnd, ale tlak klesne na 10% Pa? Jak se
zméni konstanta rovnovahy, pokud bychom rovnici reakce zapsali s dvojnasobnymi
stoichiometrickymi koeficienty?

2. Jaké by bylo rovnovazné slozeni smési z ulohy vyse pti tlaku 1kPa, pokud by
nadoba kromé dvou moli vody obsahovala navic jesté jeden mol Oy?
Pfedniska: DEN OTEVRENYCH DVERI - samostudium
e Chemicka rovnoviaha (samostudium)

— stoichiometrické koeficienty, reakéni souradnice, stupen reakce

— chemicka afinita a podminky rovnovahy

teplo uvolnéné béhem reakce

— idealni roztoky a zdkon pusobicich hmot

Ostwalduv zakon a rovnovaha ziedénych elektrolytu

osmoéza


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/tutorials/T9_mg_cooling.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/tutorials/T9_Maxwell_aplikace.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2022/L9a_chem_reakce.pdf

Tyden 10: 3.12. — Kanonicky soubor

Cviceni: Mikrokanonicky soubor

1.* Mikrokanonicky popis idedlniho plynu nebo neinteragujicich klasickych harmo-
nickych oscildtoru

a) misto fazového povrchu X(E,V, N) spocitejte fazovy objem

Q(E,V,N) = /dTN
H(p,q)<E

b) definujte entropii jako Sq = kplog Q(E,V,N)
¢) najdéte fazovy povrch jako X(E,V,N) = B%Q(E, V,N) (vysvétlete)
d) spocitejte rozdil mezi Sq a Sy, = kplog X(E,V, N) a ukazte, ze v termodyna-
mické limité vymizi:
. So— Sy 0
Ngnoo N n

e) spocitejte tepelnou kapacitu pii konstantnim objemu
2.* Mikrokanonicky popis dvouhladinového systému

a) Najdéte entropickou fundamentdlni rovnici systému mnoha neinteragujicich
castic, z nichz kazdd se muze nachézet pouze ve dvou stavech s energiemi
ep = 0 a eg = €. Jedna se o kvantovany systém, fazovy povrch ¥ je v ta-
kovém piipadé nahrazen piimo poc¢tem mmnohacasticovych stavi, které mohou
realizovat makrostav s danou celkovou energi),

b) spocitejte tepelnou kapacitu systému a diskutujte tzv. Schottkyho anomélii a
jejl puvod
c¢) diskutujte problém zapornych teplot a jejich souvislost s omezenosti hamil-

tonianu
3. Studujte systém neinteragujicich 1D harmonickych oscilatora (na tuto dlohu bude
snad ¢as nékdy pozdéji)
(a) Najdéte entropickou fundamentalni rovnici pro klasicky i kvantovy systém,

(b) v obou piipadech spocitejte tepelnou kapacitu; pro klasicky systém diskutujte
v nejjednodussi formé ekvipartiéni teorém, pro kvantovy systém studujte li-
mitu C(T — 0)

(c¢) Najdete klasickou limitu (A — 0) entropie kvantového systému

Piednéaska:
e Mikrokanonicky popis interagujicich systémai

— distribuce energie mezi podsystémy je s dominantni pravdépodobnosti uréena
maximem Boltzmannovy entropie = druhy termodynamicky zakon


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2020/T17_microcanon.pdf

o Kanonicky soubor

— popis (pod)systému v tepelné rovnovéze s nekoneénym rezervoarem tepla

— mikrokanonicky popis slozeného systému = hustota pravdépodobnosti na
fazovém prostoru podsystému

1 - —
wc(p,q|ﬁ,V, N) = W@ BH (p.q) Zc(ﬁ,V7 N) = /dTNe BH(p,q)

zde B = kBLT je inverzni teplota rezervoaru a tedy i systému

— hustota pravdépodobnosti na stavovém prostoru zavisi pouze na energii
1
U)C(E, V7 N‘B) = TCZ(E7 Va N)e_BE

Zc(B,V,N) = /dE S(E,V,N)e PE
0

— kanonickad partiéni funkce Zco(B,V, N) je Laplaceova transformace ,mikroka-
nonické partiéni funkce“ X(E,V,N)

— termodynamickou fundamentalni rovnici dostavame ve formé Massieu funkce

kplog Zo(T,V,N) ~ S(1/T,V, N)_E(TT) = S[1/T)(1/T,V,N) = _F<T’TV’N)

nebo ekvivalentné volné energie
F(T’ Vvv N) = —k‘BTIOg ZC(T’ ‘/7 N)

— dalsi TD parametry, stavové rovnice apod. dostavame skrze odpovidajici ter-
modynamické definice a identity

— stfedni hodnotu a fluktuace (stfedni kvadraticky rozptyl) energie lze urcit
piimo z parti¢ni funkce
dlog Z¢
op

— fluktuace energie jsou svazany s tepelnou kapacitou:

(H) =

((AE)?) = kpT?Cy x N

— kanonickd hustota pravdépodobnosti je velmi tzka kolem stiedni hodnoty
energie = kanonicky a mikrokanonicky popis jsou ekvivalentni

Pozndmky:

15. Kanonicky soubor


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L10_SF_canon_ensemble.pdf

Tyden 11: 10.12. — Grandkanonicky soubor
Cviceni: Kanonicky soubor
1.* Kucharka

(a) definice H(p,q) a fazového prostoru (N, V, ...)
(b) parti¢ni funkce

Ze(B.V.N) = / dry exp (—BH(p, )

e drn v sobé zahrnuje piipadny faktor 1/N! pro zajisténi extenzivity volné energie
F(T,V,N) (pro modely, které na kvantové drovni popisujeme jako nerozlisitelné ¢édstice)

e parti¢ni funkce se pro neinteragujici ¢dstice (obecnéji pro nezdvislé stupné volnosti)

faktorizuje:
1 1 dPpdiq _
o N!( I)N N (/ e e

(c¢) volna energie (fundamentdlni rovnice)

N

F(T,V,N) = —kgTlog Zc (B = (kgT)™',V,N)
(d) stavové rovnice

oF oF
S(T’V’N)__<8T> p(Tv‘/aN)__<aV—>
V.N TN

)

(e) stfedni hodnota a rozptyl vnitini energie

_Olog Z¢
op

B 0?log Z¢

U= (H)= = o

(AH)?)

2.% Systém neinteragujicich harmonickych oscilatoru (klasickych vs. kvantovych) — viz
zadani k minulému tydnu, tentokrat kanonicky.

3. Aplikujte kanonicky popis na dvouhladinovy systém z minulého tydne a najdéte
entropii S = S(T,N) a tepelnou kapacitu C = C(T,N). Pro¢ zde ,nevidime*
zédporné teploty? Porovnejte entropii S(7), N) s vysledkem mikrokanonického po-
pisu.

4. Spocitejte entropii idealniho plynu S = S(7,V, N) v kanonickém souboru a porov-
nejte s mikrokanonickou entropii. Spocitejte rozptyl vnitini energie a porovnejte s
tepelnou kapacitou.

5. Spocitejte tepelnou kapacitu idedlniho plynu v homogennim gravita¢nim poli. Dis-
kutujte definici vnitini energie a jeji vztah k hamiltonidnu systému v tomto pripadé.
Jaky je rozptyl vnitini energie?


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2020/T18_canon.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2023/tutorials/T13_oscillator_canon.pdf

Piednaska:
e Gibbsova entropie

— entropii v kanonickém (i mikrokanonickém) souboru lze vyjadrit jako funk-
cional ptislusné hustoty pravdépodobnosti na fazovém prostoru

S = —k:B/dTNw(p, q) logw(p, q)

— tento vztah lze brat za obecnou definici entropie pro libovolnou hustotu
pravdépodobnosti w(p, ) (tj. pro libovolny statisticky soubor)

— rovnovaznou hustotu pravdépodobnosti lze nahledné hledat varia¢né maxi-
malizaci tohoto funkciondlu pfi splnéni vazeb definujicich dany makrostav —
typicky danych stfednimi hodnotami konkrétnich makroskopickych pozorova-
telnych

e Grandkanonicky soubor

— popisuje podsystém v tepelné rovnovaze s nekoneénym rezervoarem tepla a
¢astic — stav systému definovan teplotou a chemickym potencidlem, (vnitini)
energie a pocet Castic definovany prislusnymi stfednimi hodnotami

— hustota pravdépodobnosti na fazovém prostoru

1
wG(pa q; B? V7 Oé) = TGG_BH(p7q)+aN 5 = 1/k‘BT, o= ﬁ#

Za(B,V,a) = Z /dTNe—BH(p,qHaN
N=0}

o0

/ S(E,V,N)e PErelN = che

N=07}

— termodynamickou fundamentalni rovnici dostavame ve formé Massieu funkce

E  uN
kplog Zo(T,V.N) = S(1T V. 1) = — + MT
(T, V,
= S[1/T, u/T) (1/T,V, u)T) = _%

— ®(T,V, ) je grandkanonicky potencidl ® = F — T'S — uN
— dalsi TD parametry, stavové rovnice apod. dostavame skrze odpovidajici ter-
modynamické definice a identity

— stfedni hodnoty a fluktuace energie a poc¢tu castic lze nalézt derivovanim
log Z¢ podle parametru 5 a «

Pozndmky:

16. Grandkanonicky soubor


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L11b_SF_grandcanon_annotated.pdf

Tyden 12: 17.12. — Kritické jevy, kvantové idealni plyny
Cviceni: Grandkanonicky soubor
1.* Kucharka:

a) najdéte N-¢dsticovou kanonickou parti¢ni funkei
7 — / dryePHPa)

b) spocitejte grandkanonickou partiéni funkei

Zg = Z ZéN) eV

N
e pro neinteragujici ¢astice/nezavislé stupné volnosti je
N 1
Z(C ) = ﬁZfV a Zg =exp(Z1e?)

e nékdy je pocet ¢astic v systému striktné shora omezen (konecny poéet po-
zic), potom se muze hodit vztah

M

M )
g (N>ZfVeO‘N = (1+ Ze)M
N=0

c) ®(T,V,p) = —kpTlog Zg(B = 1/(kpT),V,a = p/(kpT))

d) obvykle se jesté zbavime chemického potencidlu a dostavame vysledky ekviva-
lentni kanonickému popisu pii relaci (N) <» N (dusledek tizkého pravdépodob-
nostniho rozdéleni poctu ¢astic)

2.* (bylo na predndsce) Ukazte, ze v grandkanonickém souboru plati obecné

(ANY?) = NkpT =L

3. Grandkanonicky popis idealniho plynu:

a) najdéte Zg(5,V,a) a (T, V, )
b) odvod'te stavové rovnice p = p(T,V,N)a U = U(T,V,N)

c¢) najdéte chemicky potencidl u = p(7,V,N) a diskutujte jeho znaménko ve
vztahu k hustoté plynu

d) porovnejte ziskany vztah pro p s kanonickym vypoétem


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2020/T19_grandcanon.pdf

e) najdéte fluktuace energie a poctu castic
4. Idedlni plyn v homogennim gravitacnim poli
a) najdéte barometrickou formuli p = p(T, N, z)
5. Vyjédrete kovarianci (AHAN) pomoci prvnich a druhych derivaci log Z¢

6. Metodou Lagrangeovych multiplikidtori odvod’te grandkanonickou hustotu pravdeé-
{o) le)
podobnosti wg maximalizaci funkcionalu Gibbsovy entropie

S[w(;} = *kB Z / dTNw(; log wa
N

s vazbami
(Hy=F a (N)=N
Prednaska:
e Kritické jevy

— kriticky bod van der Waalsova plynu, univerzalita pro redlné plyny
— spojity fazovy prechod (kriticky bod) v Isingové modelu — aproximace stiedniho
pole

parametr usporadani, kritické exponenty

univerzalita obecnéji - vdW a stfednépolni aproximace v Isingovi, 3D Ising
vs realné kapaliny

— kriticky bod van der Waalsovy tekutiny — analogie s Isingovym modelem,
divergence Kk

¢ Kvantové idealni plyny

— operator hustoty, ¢isty stav, smiSeny stav

— stfedni hodnota pozorovatelné ve stavu popsaném operatorem hustoty
— Casovy vyvoj operatoru hustoty — Liouville - von Neumann

— operator hustoty podsystému jako ¢astetnd stopa pies stavy rezervoaru
— Fockuv prostor, druhé kvantovani

— Grandkanonicky soubor pro neinteragujici systémy

* ferminony — Fermi-Diracova statistika
* bosony — Bose-Einsteinova statistika

— zajimavé strucné odkazy:
* MIT Course 22.51 (2012)
* 5. J. van Enk — poznamky ke Quantum mechanics 11


https://ocw.mit.edu/courses/nuclear-engineering/22-51-quantum-theory-of-radiation-interactions-fall-2012/lecture-notes/MIT22_51F12_Ch7.pdf
https://pages.uoregon.edu/svanenk/solutions/Mixed_states.pdf

Pozndmky:
17. Spojité fazové prechody, kritické jevy
18. Prednasky Nectiny 2024 1 & 11
19. Michael Cross — prednéasky 3—6

20. Idedlni kvantové plyny

Tyden 13: 7.1.

zapoctovd pisemnd prace


https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2022/L8_fazove_prechody_II.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/Ising/Ondrejov_Nectiny2024_I.pdf
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/Ising/Ondrejov_Nectiny2024_II.pdf
http://crossgroup.caltech.edu/Ph127/b/index.html
https://utf.mff.cuni.cz/~kolorenc/TDSFI.2025/L12_Fermi_Bose.pdf

A Differential vs. variation

Total differential

The function stays the same; its argument moves to a neighbouring point. For f(x1,...,x,),
df is the linear part of f(z + dx) — f(x):

df = Zgidxi.

If the x; depend on a parameter (time, a path), the dz; are the actual increments along
that dependence, e.g. dg = ¢ dt.

Variation

The function itself changes; the independent variable is held fixed. Compare y(z) with
a neighbouring function y(z) + en(z) at the same x:

dy(x) =en(x), dx = 0.

7 is arbitrary, subject only to the constraints (e.g. fixed endpoints). For a functional

Flyl:
__ [ OF

e=0 dy(x)

Mathematically, § is still a differential (Gateaux/Fréchet), taken on a function or confi-
guration space instead of on the domain of y.

d
O0F = —Fly+en]

R oy(z) dz.

Key differences

Differential d Variation ¢
What changes the argument the function / configuration
Held fixed the function the independent variable
(6x =0, 0t =0)
Nature actual, along the real path virtual, arbitrary within
constraints
Satisfies yes not required
dynamics
Typical use change of a state stationarity conditions (4.5 = 0),
function, chain rule Euler—Lagrange

Example with L(q, q,t); 6L has no 9L/0t term:

AL oL, oL, oL oL, oL
at ~ gt 9g! T o =g 1T g T



e Commutation: §(y') = (dy)’, which makes the integration by parts in the Euler—
Lagrange derivation work.

e Varied independent variable (Noether, moving endpoints): use the total vari-
ation Ay = dy + ¢ Ax.

e Arbitrariness of the virtual dy is what turns 6.5 = 0 into the equations of motion.

In thermodynamics

dS compares neighbouring equilibrium states; §S compares constrained states at fixed
UV ,N:
1 oS
s = —dv+2av—Ean, 5= (2 5¢.
T T T o )uvn
e ¢ is an internal constraint parameter, e.g. the energy partition between two sub-
systems.

e The varied states are constrained equilibria, not equilibrium states of the free
system, so S(U,V, N;¢§) is needed, not only S(U,V, N).

e Equilibrium: 45 = 0. Stability: 625 < 0. The second variation has no counterpart
in the differential dS.



B Extremum principles for the thermodynamic potentials

The minimum principles for U, H, F' and G follow from the second law once the system
is described by constrained equilibrium states. The strict inequality comes from rela-
xation of an internal variable, not from a difference between the system and reservoir
temperatures.

Constrained equilibrium states

Consider a closed system (N fixed) whose state is not fully specified by U and V: an
internal variable £ is held at a given value by an internal constraint. Examples are
the position of a movable piston separating two subsystems, or the extent of a chemi-
cal reaction. For each fixed £ the system is in equilibrium, with fundamental relation
S(U,V,N;¢). Define

98\ _ 1 [0S\ _p  (05) _A
U )ye T WV )ye T o )yy T

where A is the affinity conjugate to £. The extended Gibbs relation reads
TdS =dU +pdV + Ad§ = dU =TdS —pdV — AdE.

When the constraint is removed, £ relaxes at fixed U,V to maximise S: equilibrium
requires A = 0 (S = 0), stability requires (92S/9¢%)pyy < 0 (625 < 0).

Entropy production

Let the system exchange heat with a reservoir at its own temperature 7' and do only
reversible work dW = —pdV, so that every irreversibility is internal. The first law gives
dQ = dU + pdV, and the extended Gibbs relation then gives
aQ Adg
dsS =—+4+ ——.
T + T
The Clausius inequality, now legitimately with the system temperature at the boundary,
dS >dQ/T, is therefore equivalent to
Ad¢
This is the inequality T'dS > dU —dW with T the system temperature: it is strict exactly
when the internal variable changes, and it reduces to an equality for a sequence of full
equilibrium states (A = 0).
With several internal variables, Ad¢ — >, Ay d&; > 0. Only the sum is constrained
in sign; individual terms may be negative (coupled processes). If part of the work is

dissipative, dW = —pdV +dWy;ss, it adds dWyiss/T > 0 to d;S.



Minimum principles
Legendre transforms of dU =T dS — pdV — A d§ give
dH =TdS+V dp—Adg, dF = —-SdT—pdV —Ad¢, dG = —-SdT+V dp—Ad¢.

Holding the natural variables of a potential fixed leaves d® = —A d{ < 0 in every case:

Potential Fixed Spontaneous change  Equilibrium and stability
U S,V dU = —-Ad¢ <0 A=0, 0*U/o&* >0
H S,p dH = —Ad¢ <0 A=0, ?H/0&% >0
F T,V dF = —Adé <0 A=0, 9?°F/0¢%> >0
G T,p dG =—-Ad¢ <0 A=0, 9°G/0¢? >0

In variational form, at fixed T" and V' the equilibrium value of ¢ satisfies F = 0 and
§2F > 0, and analogously for the other potentials. The derivatives in the last column
are taken at the natural variables held fixed.

Each potential is a function of £ only through the constrained states, so the minimum
is over constrained equilibria, not over arbitrary non-equilibrium states. The system’s T',
p and A must be defined at every instant (local equilibrium). This is the price of using
the system temperature.

Equivalence with the entropy maximum

The same result follows without d;.5, from the entropy maximum of system plus reservoir
at Ty. To first order in the reservoir’s energy change,

U-TyS(U,V;

Stot = S(U,V;€) + Sr(Utot — U) = Sr(Utot) — 0 Té 5)
Maximising Sior over U at fixed £ gives T' = Ty and turns U — TpS into F(Tp, V; ).
Maximising over ¢ then minimises F'(Tp,V;§). Here Ty is the reservoir temperature
throughout, and U — TS (the availability at fixed V') coincides with the system’s F only

in states with T' = Ty.

Example: movable piston

Two gases at common temperature 7' in a rigid container of volume V', separated by a
piston at £ = V;. Then

oF
F(T, Vi) = (T, V) + B(T,V = V1),  A=—|_+ = p1 — pa.

Ad¢ = (p1 — p2)dVi > 0: the higher-pressure side expands. Equilibrium: p; = po.

Stability:
0%F B op1 Opo
) = (&) —(22) >,
vy Vv o) oVa ) r

i.e. positive isothermal compressibilities. For a chemical reaction ), v;B; = 0 with dN; =
v; d€, the same scheme gives A = — ). vip;.
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