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Gravitace jako zakriveny prostorocas

Obecna teorie relativity (Einstein 1916):

e Prostor a ¢as popisovan v feci ¢tyrdimenzionalniho prostorocasu

e Metrické a kauzalni vlastnosti prostorocasu jsou zachyceny v lorentzovské metrice

e Gravitace se popisuje jako zakiiveni geometrie

Geometrizace prostoru a casu

prostor a cas spojen do protorocasu — ‘prostor udalosti’

historie pozorovatele popsana svétocarou — kiivka v prostorocase
vlastni cas pozorovatele — ‘Casova délka’ svétocary

geometrie popisuje jak vzdalenosti, tak délky casovych tseki

konecna rychlost Siteni signalu =- netrividlni kauzdlni struktura

1 Cas svétocara

udalost svételny

signal

prostor

prostorocas

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4.

2017
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Gravitace jako zakriveny prostorocas

Obecna teorie relativity (Einstein 1916):

e Prostor a ¢as popisovan v feci ¢tyfdimenzionalniho prostorocasu
e Metrické a kauzalni vlastnosti prostorocasu jsou zachyceny v lorentzovské metrice

e Gravitace se popisuje jako zakiiveni geometrie

Einsteintv gravitac¢ni zakon: Rovnice pro vyvoj hmoty:
Geometrie je dana rozloZenim energie a hybnosti Prostorocasovd geometrie: jeviste pro pohyb veskeré hmoty

Rowvnice geodetiky (pohyb volné ¢astice)

1 v
Ric—-Rg+Ag=8rT =0
2 dr
Vinova rovnice (sifeni poli)
g — metrika [D 2} _
—m“ P =0

Ric, R — Ricciho a skalarni kfivost
T’ — tenzor energie-hybnosti Diracova rovnice (popis fermionové hmoty)

A — kosmologicka konstanta

['y“Va — m] P =0
Mazwellovy rovnice (EM pole)

V.-F=-J VAF =0
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Standardni kosmologicky model

Prostorové homogenni isotropni vesmir ¢asové proménné velikosti:

g=—dr*+a(r)*q

7 — kosmologicky cCas
q — metrika homogenniho isotropniho prostorového fezu
a(T) — ‘polomér’ vesmiru v case T

e polomér a(7) zavisi na typu hmoty ve vesmiru a kosmologické konstanté
e polomér v jednotlivych fazich vyvoje zavisi na dominujici slozce hmoty
e pouze 5% b&Zné baryonové hmoty

e v pozdnich fazich vesmiru je dominujici kosmologicka konstanta

stari vesmiru = 13,8 Gyr

pozorovatelna velikost = 28.5 Gpc

Hubblova konstanta = 68 km/s/Mpc

hustota = 0,86 - 10720 kg/m?

rel. hustota Qi,; = 1,0023 + 0, 005
(= prostorové plochy vesmir)

zastoupeni hmoty = 30, 9%

z toho baryonova hmota = 4, 9%

zastoupeni zafeni < 0, 6%

kosmologickéa konstanta > 69.1%

podle analyzy Planck Collaboration

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017
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Kauzalni struktura prostorocasu

e Pojmy “pred”, “po” a “moznost pricinné souvislosti”
e Konecna maximalni rychlost sifeni fyzikalniho signalu
e Neexistence jednoznacné definované soucasnosti

e Zaktiveni prostorocasu (gravitace) mize zménit globalni charakter kauzalni struktury

budouci udalosti

prostorupodobné
polozené udalosti } <

minulé udalosti
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Cerné diry

Cernd dira = oblast, ze které fyzikalni signal nemtize uniknout do nekoneéna

e Cerna dira je dana globalni kauzalni strukturou
e statickd cerna dira je charakterizovana pouze hmotnosti, nabojem a rotact
e Cerna dira popisuje konecné stadium gravitacniho kolapsu velmi hmotnych objektii

e vysoce symetrické vakuové reseni Einsteinovych rovnic

konformni diagram konformni diagram gravita¢niho kolapsu sférického télesa
Minkowského prostorocasu

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Cerné diry 5
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Cerné diry

Cernd dira = oblast, ze které fyzikalni signal nemtize uniknout do nekoneéna

e Cerna dira je dana globalni kauzalni strukturou
e staticka cerna dira je charakterizovana pouze hmotnosti, nabojem a rotact
e Cerna dira popisuje konecné stadium gravitacniho kolapsu velmi hmotnych objektii

e vysoce symetrické vakuové reseni Einsteinovych rovnic

maximalni analytické rozsireni vakuového prostorocasu cerné diry

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Cerné diry 6



Cerné diry kolem nas:

Stelarni ¢erné diry

vznikaji kolapsem hmotnych hvézd
hmotnosti 1,5-100 M
zastupce: Cygnus X-1

ESA for the NASA/ESA Hubble Space Telescope

Superhmotné cerné diry

obrovské diry tvorici jadra galaxii
hmotnosti 10°-10° M,

zastupce: dira v centru nasi galaxie

Wikimedia Commons

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Cerné diry 7



Jak o ¢ernych dirach vime:

Srazka a splynuti ¢ernych dér

— naméreno primou detekci emitovanych gravitac¢nich vin
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LIGO & VIRGO, Phys. Rev. Lett. 116 (2016) 061102

Pavel Krtous
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Jak o Cernych dirach vime: superhmotné cerné diry

Gravitac¢ni pusobeni na okolni télesa

centrum MIlécné drahy
(Sagittarius A*; 26000 ly)

® animace:
drahy hveézd v 0.5 arcsec okoli centra nasi galaxie
pozorovani z let 1995-2016

e hvézda SO-2:
doba obéhu = 15.56 let
nejblizsi vzdalenost k centru = 171h = 120 AU
hmotnost = 15M

e centralni objekt:
> 95% hmotnosti ovliviiujici pohyb hvézd
hmotnost = 4.3 - 10° M,
velikost < 6.251h = 45 AU

4

superhmotna ¢erna dira

S0-5 .

Keck/UCLA Galactic
Center Group

A. Ghez, Keck/UCLA Galactic Center Group

Pavel Krtous Skryté symetrie

¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017




Gravitace ve vyssich dimenzich

K ¢emu VYééi dimenze? > castice jako kvantové excitace fundamentalnich strun

\%

nadéje na ‘automatickou’ renormalizaci teorie

D> kvantovani strun je konzistentni pouze v jistych dimenzich

e teorie strun

e AdS/CFT korespondence E
e D-branové modely a
e zkoumani matematickych souvislosti
AdS/CFT korespondence branové modely

kvantovd gravw‘race p=3+d-dimensional brane
v prostoroCase 3-dimensional brane openstring

c o

konformni teorie pole
na hranici

&as
Minkowski 3+1 dimensions

asymptoticky
anti-de Sitterfiv prostoroas

I. Antoniadis: J.Phys.Conf.Ser. 33 (2006) 170

dualita mezi kvantovou gravitaci v asymptoticky nas 4D prostorocas jako ‘brana’ ve
AdS prostorocase a teorii pole na hranici vicedimenzionalnim prostoru

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Gravitace ve vyssich dimenzich 10



Gravitace ve vyssich dimenzich
K ¢emu vyssi dimenze?

e teorie strun
e AdS/CFT korespondence
e D-branové modely

e zkoumani matematickych souvislosti

jsou 4 prostorocasové dimenze specialni?
Lovelockovo zobecnéni Einsteinovy gravitace
Hornedského teorie skalarnich poli
topologické gravitace ve 2+1 dimenzich

¢erné diry ve 3, 4 a vyssich dimenzich

v Vv VvV VvV V V

bohata struktura symetrii ¢cernych dér ve vyssich dimenzich

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Gravitace ve vyssich dimenzich 11



Gravitace ve vyssich dimenzich

K ¢emu vyssi dimenze?

e zkoumani matematickych souvislosti

jsou 4 prostorocasové dimenze specialni?
Lovelockovo zobecnéni Einsteinovy gravitace
Hornedského teorie skalarnich poli
topologicka gravitace ve 2+1 dimenzich

cerné diry ve 3, 4 a vyssich dimenzich

v Vv Vv VvV VvV V

bohata struktura symetrii cernych dér ve vyssich dimenzich

hlavni motivace:

struktura symetrii urcuje geometrii cernodérovych prostorocasu

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Gravitace ve vyssich dimenzich 12



Symetrie geometrie = symetrie geodetického pohybu

Symmetrie na konfiguracnim prostoru

konfiguracéni prostor M = prostor poloh

e generator symetrie [

e symetrie zachovava metriku — isometrie
.fl g = 0

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 13



Symetrie geometrie = symetrie geodetického pohybu

Symmetrie na konfiguracnim prostoru = Explicitni symmetrie

konfiguracéni prostor M = prostor poloh

e generator symetrie [

e symetrie zachovava metriku — isometrie
£l g = 0

zachovavajici veli¢ina linedrni v hybnosti p
__7Ja
L=1"p,

[ - Killinguv vektor

Pavel Krtous

Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie
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Symetrie geometrie = symetrie geodetického pohybu

Symmetrie na konfiguracnim prostoru = Explicitni symmetrie

konfiguracéni prostor M = prostor poloh
zachovavajici veli¢ina linedrni v hybnosti p
e generator symetrie [

: "y : : : L=1"
e symetrie zachovava metriku — isometrie Pq

£1g=20 | - Killingtiv vektor

Symmetrie na fazovém prostoru
fazovy prostor I' = prostor poloh a hybnosti o i
symetrie je generovana

e generator symetrie Xg . e e
zachovavajici se veli¢inou

e symplektomorfismus komutujici s Hamiltonianem

{K,H} =0
e K je zachovavajici veli¢ina

e Hamiltonian uréeny metrikou H = ﬁ 9’ p,p,

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 13



Symetrie geometrie = symetrie geodetického pohybu

Symmetrie na konfiguracnim prostoru = Explicitni symmetrie

konfigura¢ni prostor M = prostor poloh
zachovavajici veli¢ina linedrni v hybnosti p
e generator symetrie [

: "y : : : L=1"
e symetrie zachovava metriku — isometrie Pq

£1g=20 | - Killingtiv vektor

Symmetrie na fazovém prostoru = Skryté symmetrie

fazovy prostor I' = prostor poloh a hybnosti
zachovavajici veli¢ina monomidlni v hybnosti p
e generator symetrie Xg

e symplektomorfismus komutujici s Hamiltonianem K=kK""p, - "D,

{K,H} =0
k — Killinguv tenzor

e K je zachovavajici veli¢ina

e Hamiltonian uréeny metrikou H = ﬁ 9’ p,p,

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 13



Objekty zachycujici symetrie

Killingovy vektory Killingovy tenzory

l je Killingtiv vektor pokud k je Killingtiv tenzor stupné p pokud

Jo01ap k(al...ap)
£g=0 < VY =90
V(a()kal...ap) — 0

e Killingtiv vektor je Killingiv tenzor stupné 1
e [Existence Killingovych tenzor je vysoce netrivialni omezeni na geometrii

e Killingovy tenzory mohou byt poskladany z elementarnéjsich stavebnich kamenti

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 14



Objekty zachycujici symetrie

Killingovy vektory Killingovy tenzory

l je Killingtiv vektor pokud k je Killingtiv tenzor stupné p pokud

Jo01-ap — k(al...ap)
£g=0 < V=90
V(a()kal...ap) — 0

e Killingliv vektor je Killingtiv tenzor stupné 1
e [Eixistence Killingovych tenzorti je vysoce netrivialni omezeni na geometrii

e Killingovy tenzory mohou byt poskladany z elementarnéjsich stavebnich kamenti

konformni Killingovy—Yanovy formy

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 14



Konformni Killingovy—Yanovy formy

Rozstépeni kovariantni derivace antisymetrické formy

= Olaay...ap]
Vw — —|_ va + va (C(T)(lul..,(l,) - %ga[algﬂbla}.ﬂ,p]
—-p+1
(T0>r1(1 ap, = Oaay..ap — Olaay...ap] — Lga[a O-b|b|a ap)
11...ap 1.--Qp 1..-Qp D —p + 1 1 2...0p
ow divergentni ¢ast
Tw twistorovy operator

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 15



Konformni Killingovy—Yanovy formy

Rozstépeni kovariantni derivace antisymetrické formy

(Aa)aal...ap = Olaay...ap]

Vw=AVw+CVw+TVw (COVatsn = Ty oy Sl s
dw dw Tw (TO)aar..ap = Caay..ay — Olaay...ay] — D_—Wga[mcfﬂm@_.ap]

obecné formy Vw=AVw+CVw+TVw
uzaviené formy Vw=CVw+TVw | dw=0
ko-uzaviené formy Vw=AVw+TVw | dw=0
konformni Killingovy—Yanovy formy Vw=AVw+CVw | Tw =10
Killingovy—Yanovy formy Vw=AVw Tw=0, dw=0
uzaviené konf. Killingovy—Yanovy formy | Vw =CVw Tw=0, dw =0
harmonické formy Vw=TVw dw =0, dw=0
kovariantné konstantni formy Vw =0 dw=0, dw=0, Tw=0

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 15



Vlastnosti Killingovych—Yanovych forem

Killingovy—Yanovy formy uzaviené konf. Killingovy—Yanovy formy

Vx f=X" Kk Vxh=XANE

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 16



Vlastnosti Killingovych—Yanovych forem

Killingovy—Yanovy formy

fo:X-K,

xh

uzaviené konf. Killingovy—Yanovy formy

Vxh=XANE

%
—
Hodgova dualita h

Pavel Krtous

Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 16



Vlastnosti Killingovych—Yanovych forem

Killingovy—Yanovy formy

fo:X-K,

xh

kab _ fl(QCQ...cp f2b)02...cp

je Killingtiv tenzor

uzaviené konf. Killingovy—Yanovy formy

Vxh=XANE
%
— *f
Hodgova dualita h

Pavel Krtous

Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 16



Vlastnosti Killingovych—Yanovych forem

Killingovy—Yanovy formy uzaviené konf. Killingovy—Yanovy formy
Vx f=X" kK Vxh=XANE&
*
f — *f
*h Hodgova dualita h
kab _ fl(QCQ...cp fzb)CQ...Cp h =hi A hs

je Killingtiv tenzor je uzaviena konf. Killingova—Yanova forma

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 16



Zakladni (principal) tenzor

Zakladni tenzor h je nedegenerovana uzaviena konformni Killingova—Yanova 2-forma

1

ch'a — - — —Vbh a
V. b 9ea €b gcbéa sa D—1 b

Darboux baze (e*,e") nedegenerace:
z,, jsou funkcionalné nezavislé funkce

N
h = E z, e’ e
p=1

suda dimenze D = 2N

N
g = Z e“e“+e“e“ =1 N

p=1

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 17



Primarni Killingtiv vektor

Zakladni tenzor h Primarni Killingiiv vektor &
1
VC ha — Yca — Jc a = — bh a
b =9 — 90§ =57V
.fg g — 0 fg h=0
¢ je Killingtiv vektor & zachovava zakladni tenzor

i i

netrivialni disledek podminek integrability rovnice pro primy disledek rovnic pro zakladni tenzor

zékladni tenzor

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 18



Killingova ‘véz’ symetrii

e uzaviené konformni Killingovy—Yanovy formy k") of rank 2;:

R — 1 | MY
9!
°
°
°

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 19



Killingova ‘véz’ symetrii

e uzaviené konformni Killingovy—Yanovy formy h') of rank 27:
R — i R
g
e Killingovy—Yanovy formy fY) of rank (D — 2j):
FU) = xpl)

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 19



Killingova ‘véz’ symetrii

e uzaviené konformni Killingovy—Yanovy formy hY) of rank 27:

R — i | XY
j!

e Killingovy—Yanovy formy f') of rank (D —2j):

f(j) By XC)
e Killingovy tenzory k(;) stupné 2:
1 - - |
ab 7)a 7)bcy...cp_9;_
k<]) — (D_23_1>' f(]) C1.-CD—2j_1 f(]) 1---¢D-25-1

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 19



Killingova ‘véz’ symetrii

e uzaviené konformni Killingovy—Yanovy formy hY) of rank 27:

R — l | XY
j!

e Killingovy—Yanovy formy f') of rank (D —2j):

f(j) — XC)
e Killingovy tenzory k(;) stupné 2:
1 . .
ab a ber...cp_9i_
k(j) _ T f(]) roen i1 f(]) 1--CD—2j—1
e Killingovy vektory [
by =kg) - &

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 19



Killingova ‘véz’ symetrii
e Killingovy tenzory k;) stupné 2 Skryté symetrie

e Killingovy vektory I Explicitni symetrie

Symmetrie komutuji ve smyslu Nijenhuisovy—Schoutenovy zavorky

[k k)]s =0 R b)) =0 L b))y =0

i

netrivialni disledek definic Killingovy véze, rovnice zakladniho tenzoru a jejich podminek integrability

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Symetrie 20



Vv e, V4

Geometrie pripoustéjici zakladni tenzor

jednoznacnost geometrie

z existence zakladniho tenzoru lze odvodit tvar metriky
zavisejici pouze na N funkcich X, jedné proménné

tyto funkce jsou urceny Einsteinovym gravitacnim zakonem

Pavel Krtous

Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017

Kerr—NUT—-AdS geometrie

21



Off-shell Kerr—NUT—(A)dS geometrie

explicitni funkce polynomialn{ v soufadnicich x,, (symetrické polynomy)

N N ol
D DL A D DL R A | ot
=1

Ve V=1 V1, Vj= v=1
V< <vg V<<, 2l
Vi

N neurcenych metrickych funkei jedné proménné

Xy = Xp(x,)

pro jednoduchost

pouze v sudé dimenzi

D =2N

Pavel Krtous

Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017

Kerr—NUT—-AdS geometrie
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pro jednoduchost

On-shell Kerr—NUT—(A)dS geometrie pouze v sudé dimeni

D =2N
N N—-1
U X 2
9= | xrdr+ 7t (L Adv)
p=1 a Ao =0
Einsteintv gravitacni zakon =
N
X, = M|[(a}—2})) —2b,2, = NT(z) —2b,m,
v=1
Parametry:
A parametr dany kosmologickou konstantou A = (2N — 1)(N — 1)\
b, hmotnost a NUT parametry
a, rotacni parametry

volnost v reparametrizaci soutadnic = jeden parametr lze zvolit kalibra¢ni podminkou

presna interpretace parametri zavisi na defini¢nich oborech soutadnic, signatufe a kalibra¢ni podmince

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Kerr—NUT—-AdS geometrie 23



pro jednoduchost

On-shell Kerr—NUT—(A)dS geometrie pouze v sudé dimeni

D =2N
N N—-1
X
M dy? 4 2 (7)
9=2 [ X, YTy (24 dz”f)
p=1 Ao =0
Defini¢ni obory souradnic:
e 1, mezi sousednimi kofeny X, pro b, = 0 kofeny X, jsou a,

T € (au-1,a,)
(predpoklad a1 < as < -+ < ay)

e 1, — killingovské soutradnice
¢,, — kazda linearni kombinace 1); je téz killingovskou souradnici

pertodicita vhodné zvolenych souradnic ¢, garantuje regularitu os rotact

regularita na celych osach rotace lze zajistit pouze pro nulové NUT parametry

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Kerr—NUT—-AdS geometrie 24



Kerr—-NUT—(A)dS geometrie — lorentzovska signatura

N U X N—-1
0= 3 [t g (S 4w |

7=0

Wickova rotatace:

Gas: T = 1y radidlni soufadnice: Ty = r hmotnost: by = i1m

Kalibrac¢ni podminka:

CL%V = —% (potiebné pro limitu A — 0)

Nové killingovské souradnice:
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Kerr—-NUT—(A)dS geometrie — lorentzovska signatura

<

_ 2
A, 1+ A2 J(a?) ¥,
= —— dt — . —d v —d
g S (H 14 a2 Z ax(1 + Xa2)U; o | A

v

[

v

ri4a? AU, [ 1=Mr? 7 14-A22 2+a?)J;(a?
+Z< M) dx%_l_z M/ e r H + Ly dt‘l‘z(r au) M(ay)
fi

Ap=—Xy= (1—)\7“2) H(T’Q—Fag) — 2mr Y =Uy= 1_[(712 + 22

v v

Ap ==X, = (14222) T (22) + 2buz Up= [} -}
o
J(@?) =]](az — %) Ta(a®) =[] (@} — a®)
Y o

Cl,j(].‘l‘)\a%) Z/_{p

doy

;
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Schwarzschildova—Tangherliniho metrika: 0;=0 a,=0

1
1 — \r2 — 2mpr3—2N

g=— (1 — )\ — 2m7“3_2N) dt* + dr? + r* dﬂ%

e Sféricky symetricka ¢ernéd dira hmotnosti m v dimenzi D = 2N
e Horizonty dané koreny metrické funkce
e Asymptoticky charakter dany znaménkem parametru A

e Radialni zavislost je zavisla na dimenzi
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Zakladni tenzor <« off-shell Kerr—NUT—(A)dS metrika

N [7 N—1 9
_ f
9=3 | ac+ g (X Alav)
=1 =0

N N
() — 2 2 _ 2
g :1:1,1 T, A = Ty - Ty, U,=||(z2 I’u)
..... V=1 Viyenvi=1 r=1
l/1< <V y1<...<yj y;élj/
ViF

N neurcenych metrickych funkci jedné proménné

Xy = Xpu(wy)
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Zakladni tenzor <« off-shell Kerr—NUT—(A)dS metrika

_ .uukcl jedné promeénné

Xu(zp)

25
I

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Kerr—-NUT—-AdS geometrie 28



Zakladni tenzor <« off-shell Kerr—NUT—(A)dS metrika

N [7 N—1 9
_ f
9=3 | ac+ g (X Alav)
=1 =0

N N
() — 2 2 _ 2
g :1:1,1 T, A = Ty - Ty, U,=||(z2 I’u)
..... V=1 Viyenvi=1 r=1
l/1< <V y1<...<yj y;élj/
ViF

N neurcenych metrickych funkci jedné proménné

Xy = Xpu(wy)

Pavel Krtous Skryté symetrie ¢ernych dér, MFF UK, 5. 4. 2017 Kerr—-NUT—-AdS geometrie 28



Struktura symetrii off-shell Kerr—-NUT—(A)dS geometrie

N v Nl
K el (J
g= Z[ daz+UM( Aud%)]
p=1 j=0
Zakladni tenzor Primarni Killingav vektor
h=) z,e'Ne £ =0,
1
Skryté symetrie — Killingovy tenzory Explicitni symetrie — Killingovy vektory
= Z AS’Z) (eue# + é/téu) Ly = awj
Darboux baze formy: vektory:
U\ e (XN R X,\4 S A
el = (Z> dz, el = (E) > A(lf)dwj e, = <Z> 0., ( u) 2 U, Wi

J
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Dusledky pro fyzikalni systémy: integrabilita a separabilita

e Integrabilita geodetického pohybu
e Separabilita reseni Hamiltonovy—Jacobiho rovnice
e Separabilita feseni vlnové rovnice

e Separabilita reseni Diracovy rovnice
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Integrabilita geodetického pohybu

skryté a explicitni symetrie definuji pozorovatelné kvadratické a linedrni v hybnosti

k) K =k Li=1

a

ab
' (j) Pa

= ()

DDy lyy =

Loy L] s = 0
{Li, L} =0

Ki)s Uiy ) = 0
{Ki Lj} =0

LU
{ K, K} =0

k(O) g = Ky H

K; a L; se zachovavaji a jsou v involuci

4

uplna integrabilita
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Separabilita reseni Hamiltonovy—Jacobiho rovnice

Staticka Hamiltonova—Jacobiho rovnice

H(z,dS)=FE

Zobecnéné Hamiltonovy—Jacobiho rovnice pro zachovavajici veli¢iny
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Separabilita reseni Hamiltonovy—Jacobiho rovnice

Staticka Hamiltonova—Jacobiho rovnice

H(z,dS)=F

Zobecnéné Hamiltonovy—Jacobiho rovnice pro zachovavajici velic¢iny

ds - k- dsS = K; I - dS = L,

Aditivni separabilni ansatz

S:ZSN+ZLj¢j S/L:S/L(xu;Kj7 Lj)
7 j

Separované obycejné diferencialni rovnice

72
ﬂ ——

s X

K
N2 neo
(5,) ¢

=N
J
tto
|
\
=
<
QL
8
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Separabilita reseni vlnové rovnice

VInova rovnice

O¢ =0 O=—g"V,V,

Operatory odpovidajici zachovavajicim se veli¢inam

Kj=—V.k{) V, L; = —il{,V,

J (j
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Separabilita reseni vlnové rovnice

Vlnova rovnice

O¢ =0 O=—-g*V,V,

Operatory odpovidajici zachovavajicim se veli¢inam

Kj=—V.k{) V, L;=—il{,V,

Komutativita operatoru

Ki,Ki) =0 [Kp, L] =0 [Ly, L] =0

Spolec¢ny systém vlastnich funkci

Kip=K;p Lip=L;¢p
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Separabilita reseni vlnové rovnice

Operatory odpovidajici zachovavajicim se veli¢cinam

Kj=—V.k{) V, L;=—il{,V,

Spolec¢ny systém vlastnich funkci

Kj¢ = K;¢ Lijo= Lo

Multiplikativni separabilni ansatz

—1+e¢

O = HR H exp sz¢k) R,=R,(z,; Kj, Lj)

k=0
Separované obycejné diferencialni rovnice

A/ f(u EQ . f(“:ZKj—
(XuR) + (32— <5 )R =0 a

X, X2
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Shrnuti

e Explicitni a skryté symetrie <« Killingovy vektory a tenzory
e Killingovy tenzory lze budovat z Killingovych—Yanovych forem
e Zakladni tenzor = Killingova ‘véz’ symetrii

e Zakladni tenzor = Kerr—-NUT—(A)dS geometrie

e Bohata struktura symetrii = Integrabilita a separabilita
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Pokracujici vyzkum

o Interpretace Kerr—rNUT—(A)dS geometrie

— rotacéni Killingovy vektory a parametry rotace
— regularita os rotace a NUT parametry
e Zobecnéni pripoustéjici nabité a urychlené cerné diry

— geometrie pripoustéjici pouze konformni Killingovy tenzory
— zobecnéni EM pole na p-formy
— TeSeni jinych teorii gravitace (Lovelock ¢i kvadarticka gravitace)

e Specialni limity Kerr—NUT—(A)dS geometrie

— degenerované rotace
— deformované cerné diry
— taubovska limita a ‘nutty’ prostorocasy

e Separabilita dalsich poli

— gravitaéni perturbace
— elektromagnetické pole, pripadné p-formy
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