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Gravitace jako zakřivený prostoročas

Obecná teorie relativity (Einstein 1916):

• Prostor a čas popisován v řeči čtyřdimenzionálního prostoročasu

• Metrické a kauzální vlastnosti prostoročasu jsou zachyceny v lorentzovské metrice

• Gravitace se popisuje jako zakřivení geometrie

Geometrizace prostoru a času

prostor a čas spojen do protoročasu – ‘prostor událostí’

historie pozorovatele popsaná světočárou – křivka v prostoročase

vlastní čas pozorovatele – ‘časová délka’ světočáry

geometrie popisuje jak vzdálenosti, tak délky časových úseků

konečná rychlost šíření signálu ⇒ netriviální kauzální struktura
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Gravitace jako zakřivený prostoročas

Obecná teorie relativity (Einstein 1916):

• Prostor a čas popisován v řeči čtyřdimenzionálního prostoročasu

• Metrické a kauzální vlastnosti prostoročasu jsou zachyceny v lorentzovské metrice

• Gravitace se popisuje jako zakřivení geometrie

Einsteinův gravitační zákon:

Geometrie je dána rozložením energie a hybnosti

Ric− 1
2
R g + Λ g = 8π T

g – metrika
Ric, R – Ricciho a skalární křivost
T – tenzor energie-hybnosti
Λ – kosmologická konstanta

Rovnice pro vývoj hmoty:

Prostoročasová geometrie: jeviště pro pohyb veškeré hmoty

Rovnice geodetiky (pohyb volné částice)

∇
dτ
u = 0

Vlnová rovnice (šíření polí)[
�−m2

]
Φ = 0

Diracova rovnice (popis fermionové hmoty)[
γa∇a −m

]
ψ = 0

Maxwellovy rovnice (EM pole)

∇ · F = −J ∇ ∧ F = 0
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Standardní kosmologický model

Prostorově homogenní isotropní vesmír časově proměnné velikosti:

g = −dτ 2 + a(τ )2 q

τ – kosmologický čas
q – metrika homogenního isotropního prostorového řezu
a(τ) – ‘poloměr’ vesmíru v čase τ

• poloměr a(τ ) závisí na typu hmoty ve vesmíru a kosmologické konstantě

• poloměr v jednotlivých fázích vývoje závisí na dominující složce hmoty

• pouze 5% běžné baryonové hmoty

• v pozdních fázích vesmíru je dominující kosmologická konstanta

stáří vesmíru = 13, 8 Gyr

pozorovatelná velikost = 28.5 Gpc

Hubblova konstanta = 68 km/s/Mpc

hustota = 0, 86 · 10−26 kg/m3

rel. hustota Ωtot = 1, 0023± 0, 005

(⇒ prostorově plochý vesmír)

zastoupení hmoty = 30, 9%

z toho baryonová hmota = 4, 9%

zastoupení záření < 0, 6%

kosmologická konstanta > 69.1%
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podle analýzy Planck Collaboration
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Kauzální struktura prostoročasu

• Pojmy “před”, “po” a “možnost příčinné souvislosti”

• Konečná maximální rychlost šíření fyzikálního signálu

• Neexistence jednoznačně definované současnosti

• Zakřivení prostoročasu (gravitace) může změnit globální charakter kauzální struktury

itsoláduı́cuodub

itsoláduélunim

prostorupodobně
itsoláduénežolop
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Černé díry

Černá díra = oblast, ze které fyzikální signál nemůže uniknout do nekonečna

• černá díra je dána globální kauzální strukturou

• statická černá díra je charakterizována pouze hmotností, nábojem a rotací

• černá díra popisuje konečné stádium gravitačního kolapsu velmi hmotných objektů

• vysoce symetrické vakuové řešení Einsteinových rovnic

konformní diagram
Minkowského prostoročasu

konformní diagram gravitačního kolapsu sférického tělesa
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Černé díry

Černá díra = oblast, ze které fyzikální signál nemůže uniknout do nekonečna

• černá díra je dána globální kauzální strukturou

• statická černá díra je charakterizována pouze hmotností, nábojem a rotací

• černá díra popisuje konečné stádium gravitačního kolapsu velmi hmotných objektů

• vysoce symetrické vakuové řešení Einsteinových rovnic

maximální analytické rozšíření vakuového prostoročasu černé díry
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Černé díry kolem nás:

Stelární černé díry

vznikají kolapsem hmotných hvězd

hmotnosti 1,5–100 M�

zástupce: Cygnus X-1

ESA for the NASA/ESA Hubble Space Telescope

Superhmotné černé díry

obrovské díry tvoříci jádra galaxií

hmotnosti 106–109 M�

zástupce: díra v centru naší galaxie

Wikimedia Commons
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Jak o černých dírách víme: stelární černé díry

Srážka a splynutí černých děr
– naměřeno přímou detekcí emitovaných gravitačních vln

GW150914 (14. září 2015)
hmotnosti: M1 = 36± 5M� M2 = 29± 4M� ⇒ M = 62± 4M�
rotace: a = 0.67M

vzdálenost: d ∼ 1.2 · 109 ly

detektor v Hanfordu – LIGO

simulace splynutí 2 černých děr – LIGO & SXS

LIGO & VIRGO, Phys. Rev. Lett. 116 (2016) 061102
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Jak o černých dírách víme: superhmotné černé díry

Gravitační působení na okolní tělesa

centrum Mléčné dráhy
(Sagittarius A*, 26000 ly)

• animace:
dráhy hvězd v 0.5 arcsec okolí centra naší galaxie
pozorování z let 1995–2016

• hvězda S0-2:
doba oběhu = 15.56 let
nejbližší vzdálenost k centru = 17 lh = 120 AU
hmotnost = 15M�

• centrální objekt:
> 95% hmotnosti ovlivňující pohyb hvězd
hmotnost = 4.3 · 106M�
velikost < 6.25 lh = 45 AU

⇓
superhmotná černá díra

A. Ghez, Keck/UCLA Galactic Center Group
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Gravitace ve vyšších dimenzích

K čemu vyšší dimenze?

• teorie strun

• AdS/CFT korespondence

• D-bránové modely

• zkoumání matematických souvislostí

B částice jako kvantové excitace fundamentálních strun

B naděje na ‘automatickou’ renormalizaci teorie

B kvantování strun je konzistentní pouze v jistých dimenzích
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AdS/CFT korespondence

kvantová gravitace
v prostoročase 

konformní teorie pole
na hranici

asymptoticky
anti-de Sitterův prostoročas
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dualita mezi kvantovou gravitací v asymptoticky
AdS prostoročase a teorií pole na hranici

bránové modely
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náš 4D prostoročas jako ‘brána’ ve
vícedimenzionálním prostoru
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Gravitace ve vyšších dimenzích

K čemu vyšší dimenze?

• teorie strun

• AdS/CFT korespondence

• D-bránové modely

• zkoumání matematických souvislostí

B jsou 4 prostoročasové dimenze speciální?

B Lovelockovo zobecnění Einsteinovy gravitace

B Hornedského teorie skalárních polí

B topologická gravitace ve 2+1 dimenzích

B černé díry ve 3, 4 a vyšších dimenzích

B bohatá struktura symetrií černých děr ve vyšších dimenzích
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Gravitace ve vyšších dimenzích

K čemu vyšší dimenze?

• zkoumání matematických souvislostí

B jsou 4 prostoročasové dimenze speciální?

B Lovelockovo zobecnění Einsteinovy gravitace

B Hornedského teorie skalárních polí

B topologická gravitace ve 2+1 dimenzích

B černé díry ve 3, 4 a vyšších dimenzích

B bohatá struktura symetrií černých děr ve vyšších dimenzích

hlavní motivace:

struktura symetrií určuje geometrii černoděrových prostoročasů
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Symetrie geometrie = symetrie geodetického pohybu

Symmetrie na konfiguračním prostoru
konfigurační prostor M = prostor poloh

• generátor symetrie l

• symetrie zachovává metriku – isometrie
$l g = 0
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Symmetrie na konfiguračním prostoru
konfigurační prostor M = prostor poloh

• generátor symetrie l

• symetrie zachovává metriku – isometrie
$l g = 0

⇒ Explicitní symmetrie

zachovávající veličina lineární v hybnosti p

L = lapa

l – Killingův vektor
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konfigurační prostor M = prostor poloh

• generátor symetrie l

• symetrie zachovává metriku – isometrie
$l g = 0

⇒ Explicitní symmetrie

zachovávající veličina lineární v hybnosti p

L = lapa

l – Killingův vektor

Symmetrie na fázovém prostoru
fázový prostor Γ = prostor poloh a hybností

• generátor symetrie XK

• symplektomorfismus komutující s Hamiltoniánem
{K,H} = 0

• K je zachovávající veličina

• Hamiltonián určený metrikou H = 1
2m g

ab papb

symetrie je generovaná

zachovávající se veličinou
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Symetrie geometrie = symetrie geodetického pohybu

Symmetrie na konfiguračním prostoru
konfigurační prostor M = prostor poloh

• generátor symetrie l

• symetrie zachovává metriku – isometrie
$l g = 0

⇒ Explicitní symmetrie

zachovávající veličina lineární v hybnosti p

L = lapa

l – Killingův vektor

Symmetrie na fázovém prostoru
fázový prostor Γ = prostor poloh a hybností

• generátor symetrie XK

• symplektomorfismus komutující s Hamiltoniánem
{K,H} = 0

• K je zachovávající veličina

• Hamiltonián určený metrikou H = 1
2m g

ab papb

⇒ Skryté symmetrie

zachovávající veličina monomiální v hybnosti p

K = ka1...ap pa1
· · ·pap

k – Killingův tenzor
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Objekty zachycující symetrie

Killingovy vektory

l je Killingův vektor pokud

$l g = 0 ⇔ ∇(alb) = 0

Killingovy tenzory

k je Killingův tenzor stupně p pokud

ka1...ap = k(a1...ap)

∇(a0ka1...ap) = 0

• Killingův vektor je Killingův tenzor stupně 1

• Existence Killingových tenzorů je vysoce netriviální omezení na geometrii

• Killingovy tenzory mohou být poskládány z elementárnějších stavebních kamenů
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l je Killingův vektor pokud
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k je Killingův tenzor stupně p pokud

ka1...ap = k(a1...ap)

∇(a0ka1...ap) = 0

• Killingův vektor je Killingův tenzor stupně 1

• Existence Killingových tenzorů je vysoce netriviální omezení na geometrii

• Killingovy tenzory mohou být poskládány z elementárnějších stavebních kamenů

konformní Killingovy–Yanovy formy
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Konformní Killingovy–Yanovy formy

Rozštěpení kovariantní derivace antisymetrické formy

∇ω = A∇ω + C∇ω + T∇ω

dω antisymmetrická část

δω divergentní část

Tω twistorový operátor

(Aσ)aa1...ap = σ[aa1...ap]

(Cσ)aa1...ap =
p

D − p+ 1
ga[a1σ

b
|b|a2...ap]

(T σ)aa1...ap = σaa1...ap − σ[aa1...ap] −
p

D − p+ 1
ga[a1σ

b
|b|a2...ap]
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Konformní Killingovy–Yanovy formy

Rozštěpení kovariantní derivace antisymetrické formy

∇ω = A∇ω + C∇ω + T∇ω

dω δω Tω

(Aσ)aa1...ap = σ[aa1...ap]

(Cσ)aa1...ap =
p

D − p+ 1
ga[a1σ

b
|b|a2...ap]

(T σ)aa1...ap = σaa1...ap − σ[aa1...ap] −
p

D − p+ 1
ga[a1σ

b
|b|a2...ap]

obecné formy ∇ω = A∇ω + C∇ω + T∇ω

uzavřené formy ∇ω = C∇ω + T∇ω dω = 0

ko-uzavřené formy ∇ω = A∇ω + T∇ω δω = 0

konformní Killingovy–Yanovy formy ∇ω = A∇ω + C∇ω Tω = 0

Killingovy–Yanovy formy ∇ω = A∇ω Tω = 0 , δω = 0

uzavřené konf. Killingovy–Yanovy formy ∇ω = C∇ω Tω = 0 , dω = 0

harmonické formy ∇ω = T∇ω dω = 0 , δω = 0

kovariantně konstantní formy ∇ω = 0 dω = 0 , δω = 0 , Tω = 0
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Vlastnosti Killingových–Yanových forem

Killingovy–Yanovy formy

∇X f = X · κ

f

∗h

kab = f 1
(a
c2...cp f 2

b)c2...cp

je Killingův tenzor

∗
←→

Hodgova dualita

uzavřené konf. Killingovy–Yanovy formy

∇X h = X ∧ ξ

∗f
h

h = h1 ∧ h2

je uzavřená konf. Killingova–Yanova forma
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Základní (principal) tenzor

Základní tenzor h je nedegenerovaná uzavřená konformní Killingova–Yanova 2-forma

∇chab = gca ξb − gcb ξa ξa =
1

D−1
∇bhba

Darboux báze (eµ, êµ)

h =
N∑
µ=1

xµ e
µ ∧ êµ

g =
N∑
µ=1

(
eµeµ + êµêµ

)

nedegenerace:
xµ jsou funkcionálně nezávislé funkce

sudá dimenze D = 2N
µ = 1, . . . , N
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Primární Killingův vektor

Základní tenzor h

∇chab = gca ξb − gcb ξa

Primární Killingův vektor ξ

ξa =
1

D−1
∇bhba

$ξ g = 0

ξ je Killingův vektor

⇑
netriviální důsledek podmínek integrability rovnice pro

základní tenzor

$ξ h = 0

ξ zachovává základní tenzor

⇑
přímý důsledek rovnic pro základní tenzor
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Killingova ‘věž’ symetrií

• uzavřené konformní Killingovy–Yanovy formy h(j) of rank 2j:

h(j) =
1
j!
h∧j

• Killingovy–Yanovy formy f (j) of rank (D − 2j):

f (j) = ∗h(j)

• Killingovy tenzory k(j) stupně 2:

kab(j) =
1

(D−2j−1)!
f (j)a

c1...cD−2j−1 f
(j)bc1...cD−2j−1

• Killingovy vektory l(j):
l(j) = k(j) · ξ
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kab(j) =
1

(D−2j−1)!
f (j)a

c1...cD−2j−1 f
(j)bc1...cD−2j−1

• Killingovy vektory l(j):
l(j) = k(j) · ξ
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Killingova ‘věž’ symetrií

• Killingovy tenzory k(j) stupně 2 Skryté symetrie

• Killingovy vektory l(j) Explicitní symetrie

j = 0, . . . , N − 1

Symmetrie komutují ve smyslu Nijenhuisovy–Schoutenovy závorky

[
k(i),k(j)

]
NS

= 0
[
k(i), l(j)

]
NS

= 0
[
l(i), l(j)

]
NS

= 0

⇑
netriviální důsledek definic Killingovy věže, rovnice základního tenzoru a jejích podmínek integrability
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Geometrie připouštějící základní tenzor

jednoznačnost geometrie

z existence základního tenzoru lze odvodit tvar metriky
závisející pouze na N funkcích Xµ jedné proměnné

tyto funkce jsou určeny Einsteinovým gravitačním zákonem
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Off-shell Kerr–NUT–(A)dS geometrie
pro jednoduchost

pouze v sudé dimenzi
D = 2N

g =
N∑
µ=1

[
Uµ
Xµ

dx2
µ +

Xµ
Uµ

(N−1∑
j=0

A
(j)
µ dψj

)2
]

explicitní funkce polynomiální v souřadnicích xµ (symetrické polynomy)

A(k) =
N∑

ν1,...,νk=1
ν1<···<νk

x2
ν1
. . . x2

νk
A(j)
µ =

N∑
ν1,...,νj=1
ν1<···<νj
νi 6=µ

x2
ν1
. . . x2

νj
Uµ =

N∏
ν=1
ν 6=µ

(x2
ν − x2

µ)

N neurčených metrických funkcí jedné proměnné

Xµ = Xµ(xµ)
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On-shell Kerr–NUT–(A)dS geometrie
pro jednoduchost

pouze v sudé dimenzi
D = 2N

g =
N∑
µ=1

[
Uµ
Xµ
dx2

µ +
Xµ

Uµ

( N−1∑
j=0

A(j)
µ dψj

)2
]

Einsteinův gravitační zákon ⇒

Xµ = λ

N∏
ν=1

(
a2
ν − x2

µ

)
− 2bµ xµ = λJ (x2

µ)− 2bµxµ

Parametry:
λ parametr daný kosmologickou konstantou Λ = (2N − 1)(N − 1)λ

bµ hmotnost a NUT parametry

aµ rotační parametry

volnost v reparametrizaci souřadnic ⇒ jeden parametr lze zvolit kalibrační podmínkou

přesná interpretace parametrů závisí na definičních oborech souřadnic, signatuře a kalibrační podmínce
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On-shell Kerr–NUT–(A)dS geometrie
pro jednoduchost

pouze v sudé dimenzi
D = 2N

g =
N∑
µ=1

[
Uµ
Xµ
dx2

µ +
Xµ

Uµ

( N−1∑
j=0

A(j)
µ dψj

)2
]

Definiční obory souřadnic:

• xµ mezi sousedními kořeny Xµ pro bµ = 0 kořeny Xµ jsou aµ

xµ ∈ (aµ−1, aµ)

(předpoklád a1 < a2 < · · · < aN)

• ψj – killingovské souřadnice
φµ – každá lineární kombinace ψj je též killingovskou souřadnicí

periodicita vhodně zvolených souřadnic φµ garantuje regularitu os rotací

regularita na celých osách rotace lze zajistit pouze pro nulové NUT parametry
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Kerr–NUT–(A)dS geometrie – lorentzovská signatura

g =
N∑
µ=1

[
Uµ
Xµ
dx2

µ +
Xµ

Uµ

( N−1∑
j=0

A(j)
µ dψj

)2
]

Wickova rotatace:

čas: τ = ψ0 radiální souřadnice: xN = ir hmotnost: bN = im

Kalibrační podmínka:

a2
N = −1

λ (potřebné pro limitu λ→ 0)

Nové killingovské souřadnice:

t = τ +
∑
k̄

Ā(k̄+1)ψ̄k̄
φµ̄
aµ̄

= λτ −
∑
k̄

(
Ā(k̄)
µ̄ − λĀ

(k̄+1)
µ̄

)
ψ̄k̄

pruhované veličiny odpovídají indexům probíhajícím o jednu hodnotu méně: N → N̄ = N − 1

(i.e., µ̄ = 1, . . . , N̄ and j̄ = 0, . . . , N̄ − 1, etc.)
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Kerr–NUT–(A)dS geometrie – lorentzovská signatura

g = −∆r

Σ

(∏
ν̄

1 + λx2
ν̄

1 + λa2
ν̄

dt−
∑
ν̄

J̄(a2
ν̄)

aν̄(1 + λa2
ν̄)Ūν̄

dφν̄

)2

+
Σ
∆r
dr2

+
∑
µ̄

(r2+x2
µ̄)

∆µ̄/Ūµ̄
dx2

µ̄ +
∑
µ̄

∆µ̄/Ūµ̄
(r2+x2

µ̄)

(
1−λr2

1+λx2
µ̄

∏
ν̄

1+λx2
ν̄

1+λa2
ν̄

dt +
∑
ν̄

(r2+a2
ν̄)J̄µ̄(a2

ν̄)
aν̄(1+λa2

ν̄) Ūν̄
dφν̄

)2

∆r = −XN =
(
1−λr2

)∏
ν̄

(
r2+a2

ν̄

)
− 2mr Σ = UN =

∏
ν̄

(r2 + x2
ν̄)

∆µ̄ = −Xµ̄ =
(
1+λx2

µ̄

)
J̄ (x2

µ̄) + 2bµ̄xµ̄ Ūµ̄ =
∏
ν̄

ν̄ 6=µ̄

(x2
ν̄ − x2

µ̄)

J̄ (x2) =
∏
ν̄

(a2
ν̄ − x2) J̄µ̄(a2) =

∏
ν̄

ν̄ 6=µ̄

(x2
ν̄ − a2)
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Schwarzschildova–Tangherliniho metrika: bµ̄ = 0 aµ = 0

g = −
(
1− λr2 − 2mr3−2N

)
dt2 +

1
1− λr2 − 2mr3−2N

dr2 + r2 dΩ2
N̄

• Sféricky symetrická černá díra hmotnosti m v dimenzi D = 2N

• Horizonty dané kořeny metrické funkce

• Asymptotický charakter daný znaménkem parametru λ

• Radiální závislost je závislá na dimenzi
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Základní tenzor ⇔ off-shell Kerr–NUT–(A)dS metrika

g =
N∑
µ=1

[
Uµ
Xµ

dx2
µ +

Xµ
Uµ

(N−1∑
j=0

A
(j)
µ dψj

)2
]

explicitní funkce polynomiální v souřadnicích xµ (symetrické polynomy)

A(k) =
N∑

ν1,...,νk=1
ν1<···<νk

x2
ν1
. . . x2

νk
A(j)
µ =

N∑
ν1,...,νj=1
ν1<···<νj
νi 6=µ

x2
ν1
. . . x2

νj
Uµ =

N∏
ν=1
ν 6=µ

(x2
ν − x2

µ)

N neurčených metrických funkcí jedné proměnné

Xµ = Xµ(xµ)
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Základní tenzor ⇔ off-shell Kerr–NUT–(A)dS metrika

g =
N∑
µ=1

[
Uµ
Xµ

dx2
µ +

Xµ
Uµ

(N−1∑
j=0

A
(j)
µ dψj

)2
]

explicitní funkce polynomiální v souřadnicích xµ (symetrické polynomy)

A(k) =
N∑

ν1,...,νk=1
ν1<···<νk

x2
ν1
. . . x2

νk
A(j)
µ =

N∑
ν1,...,νj=1
ν1<···<νj
νi 6=µ

x2
ν1
. . . x2

νj
Uµ =

N∏
ν=1
ν 6=µ

(x2
ν − x2

µ)

N neurčených metrických funkcí jedné proměnné

Xµ = Xµ(xµ)

g = −
∆r

Σ

(∏
ν̄

1 + λx
2
ν̄

1 + λa
2
ν̄

dt−
∑
ν̄

J̄(a2
ν̄)

aν̄(1 + λa
2
ν̄)Ūν̄

dφν̄

)2

+
Σ
∆r

dr
2

+
∑
µ̄

(r2+x
2
µ̄)

∆µ̄/Ūµ̄
dx

2
µ̄

+
∑
µ̄

∆µ̄/Ūµ̄

(r2+x
2
µ̄)

(
1−λr

2

1+λx
2
µ̄

∏
ν̄

1+λx
2
ν̄

1+λa
2
ν̄

dt+
∑
ν̄

(r2+a
2
ν̄)J̄µ̄(

a2
ν̄)

aν̄(1+λa
2
ν̄) Ūν̄

dφν̄

)2
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Struktura symetrií off-shell Kerr–NUT–(A)dS geometrie

g =
N∑
µ=1

[
Uµ
Xµ
dx2

µ +
Xµ

Uµ

( N−1∑
j=0

A(j)
µ dψj

)2
]

Základní tenzor

h =
∑
µ

xµ e
µ ∧ êµ

Primární Killingův vektor

ξ = ∂ψ0

Skryté symetrie – Killingovy tenzory

k(j) =
∑
µ

A(j)
µ

(
eµeµ + êµêµ

) Explicitní symetrie – Killingovy vektory

l(j) = ∂ψj

Darboux báze formy:

eµ =
(Uµ
Xµ

)1
2
dxµ êµ =

(Xµ

Uµ

)1
2
N−1∑
j=0

A(j)µ dψj

vektory:

eµ =
(Xµ

Uµ

)1
2
∂xµ êµ =

(Uµ
Xµ

)1
2
N−1∑
k=0

(−x2µ)N−1−k

Uµ
∂ψk
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Důsledky pro fyzikální systémy: integrabilita a separabilita

• Integrabilita geodetického pohybu

• Separabilita řešení Hamiltonovy–Jacobiho rovnice

• Separabilita řešení vlnové rovnice

• Separabilita řešení Diracovy rovnice
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Integrabilita geodetického pohybu

skryté a explicitní symetrie definují pozorovatelné kvadratické a lineární v hybnosti

k(j) ⇒ Kj = kab(j) papb l(j) ⇒ Lj = la(j) pa

[
k(i),k(j)

]
NS

= 0
[
k(i), l(j)

]
NS

= 0
[
l(i), l(j)

]
NS

= 0
m{

Ki, Kj

}
= 0

{
Ki, Lj

}
= 0

{
Li, Lj

}
= 0

k(0) = g ⇒ K0 ∝ H

Kj a Lj se zachovávají a jsou v involuci

⇓
úplná integrabilita

Pavel Krtouš Skryté symetrie černých děr, MFF UK, 5. 4. 2017 Integrabilita a separabilita 31



Separabilita řešení Hamiltonovy–Jacobiho rovnice

Statická Hamiltonova–Jacobiho rovnice

H(x,dS) = E

Zobecněné Hamiltonovy–Jacobiho rovnice pro zachovávající veličiny

dS · k(j) · dS = Kj l(j) · dS = Lj
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Separabilita řešení Hamiltonovy–Jacobiho rovnice

Statická Hamiltonova–Jacobiho rovnice

H(x,dS) = E

Zobecněné Hamiltonovy–Jacobiho rovnice pro zachovávající veličiny

dS · k(j) · dS = Kj l(j) · dS = Lj

Aditivní separabilní ansatz

S =
∑
µ

Sµ +
∑
j

Lj ψj Sµ = Sµ(xµ ; Kj, Lj)

Separované obyčejné diferenciální rovnice

(S ′µ)2 =
K̃µ

Xµ
−
L̃2
µ

X2
µ ⇒ Sµ =

∫ xµ

√
XµK̃µ − L̃2

µ

Xµ
dxµ
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Separabilita řešení vlnové rovnice

Vlnová rovnice

�φ = 0 � = −gab∇a∇b

Operátory odpovídající zachovávajícím se veličinám

Kj = −∇a k
ab
(j)∇b Lj = −i la(j)∇a
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Separabilita řešení vlnové rovnice

Vlnová rovnice

�φ = 0 � = −gab∇a∇b

Operátory odpovídající zachovávajícím se veličinám

Kj = −∇a k
ab
(j)∇b Lj = −i la(j)∇a

Komutativita operátorů [
Kk,Kl

]
= 0

[
Kk,Ll

]
= 0

[
Lk,Ll

]
= 0

Společný systém vlastních funkcí

Kjφ = Kjφ Ljφ = Ljφ
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Separabilita řešení vlnové rovnice

Operátory odpovídající zachovávajícím se veličinám

Kj = −∇a k
ab
(j)∇b Lj = −i la(j)∇a

Společný systém vlastních funkcí

Kjφ = Kjφ Ljφ = Ljφ

Multiplikativní separabilní ansatz

φ =
∏
µ

Rµ

N−1+ε∏
k=0

exp
(
iLkψk

)
Rµ = Rµ(xµ ; Kj, Lj)

Separované obyčejné diferenciální rovnice

(
XµR

′
µ

)′
+

(
K̃µ

Xµ
−
L̃2
µ

X2
µ

)
R′µ = 0

K̃µ =
∑
j

Kj(−x2µ)N−1−j

L̃µ =
∑
j

Lj(−x2µ)N−1−j
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Shrnutí

• Explicitní a skryté symetrie ⇔ Killingovy vektory a tenzory

• Killingovy tenzory lze budovat z Killingových–Yanových forem

• Základní tenzor ⇒ Killingova ‘věž’ symetrií

• Základní tenzor ⇒ Kerr–NUT–(A)dS geometrie

• Bohatá struktura symetrií ⇒ Integrabilita a separabilita
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Pokračující výzkum

• Interpretace Kerr–NUT–(A)dS geometrie
– rotační Killingovy vektory a parametry rotace
– regularita os rotace a NUT parametry

• Zobecnění připouštějící nabité a urychlené černé díry
– geometrie připouštějící pouze konformní Killingovy tenzory
– zobecnění EM pole na p-formy
– řešení jiných teorií gravitace (Lovelock či kvadartická gravitace)

• Speciální limity Kerr–NUT–(A)dS geometrie
– degenerované rotace
– deformované černé díry
– taubovská limita a ‘nutty’ prostoročasy

• Separabilita dalších polí
– gravitační perturbace
– elektromagnetické pole, případně p-formy
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