Domaci tloha z Klasické elektrodynamiky

Uvod

V iterferometrickych detektorech gravitacnich vin je tfeba velmi jemné pohybovat zrcadly in-
terferometru. Vyuziva se elektrostatického pusobeni mezi sadou elektrod a kfemennym dielek-
trikem zrcadla (Obr 1.).

V ramci domaci tlohy naleznéte silu, jakou pusobi soustava rovnobéznych paskovych elek-
trod na dielektricky objekt. Problém je zjednodusen do podoby modelu na Obr. 2, kdy plosné
paskové elektrody tvori pravidelné rozlozené pruhy nulové vysky (tloust’ky) v celé roviné z = 0.
Kladnd a zdporna elektroda se nachdzeji na potencidlu U, jsou Siroké A/4 a stejné Sirokd
je i mezera mezi nimi. Pro jednoduchost zvolime pocatek souradnic na ose kladné elektrody.
Dielektrickd prostredi jsou zjednodusena do podoby poloprostoru z < 0 (na jehoz hranici jsou
umistény elektrody) a poloprostoru z > w (ktery predstavuje zrcadlo). Obé prostiedi jsou vy-
plnéna stejnym homogennim dielektrikem s relativni permitivitou €,. Misto celkové sily, ktera
by byla nekonec¢na, budeme hledat jeji plosnou hustotu tedy tlak.
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Obr. 1. Principidlni schéma (vlevo), skutecny tvar elektrod u detektoru Advanced LIGO (uprostied)
a zjednoduseny model pro tuto doméci ilohu (vpravo).
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Obr. 2. Ekvipotencidly elektrického pole v nasem modelu. V doln{ ¢dsti obrdzku jsou (v roviné z = 0)
pravidelné rozmistény plosné vodivé elektrody uvedené na hodnotu potencidlu U (Gervend +U, modrd —U).
V hodni (z > 1/2) i dolni ¢asti (z < 0) vidime pole uvniti dielektrika s €, > 1. Zejména na hornim rovinném
rozhrani se nespojitost elektrického pole projevuje zalomenim ekvipotencial.

Polni rovnice

Vyjdeme z toho, ze uvazovana periodicky usporadana nekonecéna soustava elektrod budi jednodussi
pole, nez napt. jedind dvojice elektrod. To proto, ze periodické funkce lze rozlozit do Fourierovy
rady. Proto:

1. Naleznéte funkci h tak, aby pro z # 0 elektrostaticky potencial

O (z, z) = [py cos(kx) + gy sin(kz)] h(|2])

spliioval Laplaceovu rovnici a podminku lim ®,(z, z) = 0.
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2. Pokud uvazite, ze |z|” = 2§(x) a ze |z|' = £1, jaky vyznam m4 nabojova hustota spoctena
z Poissonovy rovnice pro uvazované ¢ ?



Symetrie
Zkoumejte omezeni, jaka pro hodnoty k, pr, qx vyplyvaji ze symetrii
T: ®(x+nAz)=®(z,2), nceZ (

P: ®(—z,2)=d(z,2), (2)
C: Plx+2/2,z) = —D(x, 2). (3)
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3. Jaky maji symetrie T, P a C vyznam? 7 kterych tvrzeni v zadani jednotlivé symetrie
vyplyvaji?

4. Co vyplyva z téchto symetrii pro smér elektrického pole v =0 av x = \/47

5. Jak vypadd nejobecnéjsi teseni ®y(z, z) spliujici vsechny tyto symetrie?

6. Jak vypadd mnozina K tvofena vSemi piipustnymi hodnotami £ tak, aby ®; byly navzajem
linedrné nezavislé funkce? Zvolte bézi teseni Wy(x,z) tak, aby bylo mozno pro superpozici
pouzivat zapis ve tvaru souctu

d(z,2) = Z ax Vi, (7, 2),
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tedy, ze 1ze pripustné hodnoty k ocislovat celymi ¢isly ¢ = 1,2, ... a tedy psat k;.

Rozhrani prostiedi

Uvazovany problém znamena fesit rovnici A® = 0 ve tiech oblastech a = 1,2, 3 odpovidajicich
O A{Z ]| 2<0},Q: {7 | 0< 2z <w}aQ:{Z]z>w}, kde na rozhranich je potieba splnit
podminky

7i x [E] —0, 7. [5} —0,

kde D@ = eoeq(na) E@. Vlastnosti prostiedi jsou e = = € a e = 1. Powzivame oznaéenf
pro nespojitost pole [E] = lir% E(Zy + enl) — E(Zy — enl) v bodé &y lezicim na rozhrani ve sméru
e—
normaly 77 k tomuto rozhrani.
Kvuli existenci dvou vyznacnych ploch z = 0 a z = w budeme od ted’ predpokladat, ze
elektrostaticky potencial vznikne superpozici poli zdroju na rovinach z = 0 a z = w a ma tak

tvar
O(x,2) = Z a;Vy, (z,2) + Z bWy, (z, 2 — w).
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7. Jaka rovnice R; pro potencidl ®(z, z) plati v mistech, kde jsou elektrody?

8. Jakd rovnice Ry pro potencidl ®(z, z) vyplyva z podminek na rozhrani z = 0 v mistech,
kde nejsou elektrody?

9. Jakd rovnice Rz pro potencidl ®(x, z) vyplyvéa z podminek na rozhrani z = w?

10. Jaké feseni méa rovnice R3, ma-li byt splnéna podél celého rozhrani z = w, pokud za neznamé
povazujeme koeficienty b;?

Sila

11. Spoctéte plosnou hustotu z-slozky sily (tlak), kterou pusobi elektrické pole na (vézané)
néboje v roviné z = w. Jakd je tato hodnota p po zprumérovani pies periodu x € (0, \)? Jaka
je vysledna sila pusobeni naboju v roviné z = w na tytéz ndboje? Lze to zduvodnit néjakou
symetrii ve vztazich pro jejich elektrické pole?

Priblizné resSeni

Za nezndmé nyni uvazujte pouze hodnoty a; a by, ostatni zanedbejte (polozte rovny nule).
12. Spoctéte aq, by, p pokud budete pozadovat splnéni Ry ve=2=0a R3vae =0,z =w.



