
Zadáńı domáćı úlohy z Klasické elektrodynamiky

Úvod

Vı́̌rivé proudy představuj́ı známý a často využ́ıvaný jev
popsaný kvazistacionárńı aproximaćı Maxwellových rovnic.
Jednou z aplikaćı je magnetická levitace permanentńıho
magnetu nad pohybuj́ıćı se dobře vodivou kolejnićı. Pro
účely této úlohy bude mı́t kolejnice podobu nekonečného
poloprostoru z < 0 s homogenńı vodivost́ı γ.

V úloze jde o to za zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u spoč́ıst
vzájemnou śılu mezi magnety a v́ı̌rivými proudy v kolejnici.
Úlohu budeme ovšem uvažovat sed́ıce ve vlaku, takže mag-
netické pole i souvisej́ıćı v́ı̌rivé proudy budou stacionárńı
(t.j. nezávisej́ı na čase). Mı́sto vlaku se tedy pohybuje kon-
stantńı rychlost́ı ~v kolejnice, přičemž zachováńı translačńı
symetrie vyžaduje vz = 0.

Magnetické pole

Uvažujte magnetické pole dané skalárńı funkćı ψ(~x) před-
pisem

~B = ∇× (~ez ×∇ψ) .

Tato volba je dána t́ım, že chceme (i) automaticky splnit

podmı́nku ∇ · ~B = 0, (ii) vystačit ve výpočtech s jedinou
neznámou funkćı a (iii) popsat situaci, kdy je magnetický tok
směrován do kolejnice a můžeme tak m.j. očekávat levitaci.

1. Nalezněte proudové pole, jaké takové magnetické pole
bud́ı.

2. (Prémiová otázka) Jaké magnetické pole popisuje

ψ(~x) =
µ0

4π

∫
N(~x′)

|~x− ~x′|
d3x′ ?

3. Uvažujte v pohybuj́ıćı se kolejnici Ohmův zákon ve
tvaru ~j = γ( ~E + ~v ×B) a předpokládejte, že elektrické
pole vymiźı. Jakou podobu bude za těchto předpoklad̊u
mı́t polńı rovnice pro ~B?

4. Pro jaký směr rychlosti ~v = vx~ex + vy~ey tato rovnice
připoušt́ı řešeńı ve tvaru

ψ(x, y, z) = eikx eαz,

kde k je pevně dáno geometríı magnet̊u? Jaké hodnoty
α jsou př́ıpustné ve vzduchové mezeře mezi magnety a
kolejnićı 0 < z < h? Která z těchto hodnot α1 může
př́ıslušet poli buzenému magnety, které jsou umı́stěny
v z>h?

5. Která z těchto hodnot α2 může odpov́ıdat magnetick-
ému poli, které ve vzduchové mezeře vytvář́ı v́ı̌rivé
proudy v kolejnici?

6. Jaká je hodnota α3 v objemu vodivé kolejnice z < 0
pro danou konstantńı rychlost v? Proč je př́ıpustná jen
jedna z možných hodnot α3?

7. Uvažujeme-li uvnitř vodiče kolejnice amplitudu a3, tedy
ψ(x, z < 0) = a3e

ikx eα3z a v prostoru těsně nad kole-
jnićı superpozici ψ(x, z > 0) = eikx (a1e

α1z + a2e
α2z),

jaké hodnoty konstant a2 a a3 vyplývaj́ı ze spojitosti
magnetického pole na povrchu kolejnice?

Silové účinky v́ı̌rivých proud̊u

V našem modelu je levitačńı magnet nekonečně veliký, proto
je třeba mluvit o velikosti śıly na jednotku plochy, kterou je
ale třeba volit v násobku periody funkce eikx. Dále je třeba
nezapomenout, že v komplexńı notaci pro integrál součinu
veličin U = ueikx a V = veikx přes celoč́ıslený násobek
period plat́ı, že∫ b

a

Re(U) Re(V ) dx =
b− a

2
Re(uv∗).

8. Spočtěte, jakou silou p̊usob́ı magnety na kolejnici, tedy

~F =

∫
~j × ~B dV.

9. Jaký je poměr Fx/Fz, tedy efektivńı součinitel
smykového třeńı pro hlińıkovou kolejnici, k =
2π/(40cm) a v = 500km/h?

10. Při jaké rychlosti dosáhne systém 50% maximálńı
‘vztlakové’ śıly?

11. Spočtěte s požit́ım Maxwellova tensoru, jakou silou na
magnety p̊usob́ı proudy v kolejnici

Fi =

∮
Tij dSj .
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Obr. 1. Siločáry magnetického pole vytvářeného stř́ıdavě oriento-
vanými magnety (modrá, červená) pro stoj́ıćı (nahoře) a pohybuj́ıćı se
vodivou kolejnici (uprostřed). Z podoby siločar lze usoudit, že pohy-
buj́ıćı se kolejnice bude magnety odpuzovat podobně, jako by se uvnitř
kolejnice nacházely opačně orientované magnety (dole).

Obr. 2. Princip levitace vlaku za pomoci permanentńıch magnet̊u
(zeleně) a vodivé kolejnice (červeně).


