
Poznámky k přednášce Klasická elektrodynamika

Nestacionárńı pole

Maxwellovy rovnice – nestacionárńı pole

Na základě skutečnosti, že rotace vektorového pole má nulovou divergenci, usoudil Maxwell, že v dife-
renciálńı verzi Ampérova zákona je třeba v nestacionárńım př́ıpadě, kdy div j⃗ ̸= 0 nahradit proudovou
hustotu kombinaćı j⃗ + ∂tD⃗, jej́ıž divergence vymiźı v d̊usledku Gaussovy věty a zákona zachováńı elek-
trického náboje. Divergence toho “opraveného proudu” je nulová proto, že za použit́ı Gaussovy věty
přecháźı na rovnici kontinuity pro elektrickou nábojovou hustotu

∂tρ+ div j⃗ = 0 . (1)

Od té doby chováńı elektromagnetického pole popisuj́ı Maxwellovy rovnice

rot H⃗ − ∂tD⃗ = j⃗ , (2)

div D⃗ = ρ , (3)

rot E⃗ + ∂tB⃗ = 0 , (4)

div B⃗ = 0 . (5)

Ty je samozřejmě třeba doplnit materiálovými vztahy. Budeme předopokládat, že D⃗ = D⃗(E⃗) a H⃗ =

H⃗(B⃗), se složitěǰśımi vztahy jste se seznámili v optice u dispersńıch médíı – komplikované vztahy jsou
zapř́ıčiněny komplikovaným materiálem. Náboje a proudy vystupuj́ıćı na pravé straně Maxwellových
rovnic jsou dány vlastnostmi hmoty a skrze ně elektromagnetické pole na hmotu p̊usob́ı. Nepřeberné
množstv́ı jev̊u s t́ım souvisej́ıćıch patř́ı do jiných přednášek.

Pro ujasněńı si významu rovnic (2-5) budeme až na explicitně uvedené výjimky předpokládat, že
materiálové vztahy jsou popsány skalárńı permitivitou ϵ a permeabilitou µ. Charakter rovnic může, jak
jsme na př́ıkladu skinového jevu viděli, také ovlivnit závislost zdroj̊u na poli samotném. Proto prozat́ım
budeme proudy a nábojové hustoty považovat za dané funkce času a prostoru.

Maxwellovy rovnice – počátečńı úloha

Vezmeme-li elektromagnetické pole v nějakém okamžiku, řekněme t = 0, můžeme se ptát, co pro jeho hod-
noty vyplývá z Maxwellových rovnic. Okamžitě vid́ıme, že rovnice udávaj́ıćı divergence B⃗ a D⃗ přikazuj́ı,
jaká pole jako funkce prostorových souřadnic jsou v libovolný okamžik povolena. Např. zř́ıdlová magne-
tická pole nejsou možná. Rovnice (3) a (5) představuj́ı vazby.

Oproti tomu rovnice, kde vystupuj́ı rotace poĺı maj́ı jiný charakter. Pokud pozorujeme, že v daném
okamžiku rot E⃗ ̸= 0, je takové pole př́ıpustné, ovšem znamená to, že bud’

– měńıćı se magnetické pole je zdrojem cirkulace elektrického pole a nebo
– nenulová cirkulace elektrického pole zapř́ıčińı změnu magnetického pole.
Jak rozhodnout, která z obou možnost́ı je správně? Jaký experiment by to mohl rozhodnout? V

každém př́ıpadě rovnice (4) svazuje časové a prostorové změny elektromagnetického pole. Nestač́ı na to
ale sama – o jej́ım významu rozhoduje, č́ım tuto rovnici doplńıme (viz cvičeńı ńıže).

Nejprve si povšimmneme, že obě vazby (3) a (5) se zachovávaj́ı. Časová derivace

∂t div B⃗ = div ∂t B⃗ = div (− rot E⃗) ≡ 0 (6)

a podobně je to d́ıky rovnici kontinuity elektrického náboje i s rovnićı (3):

∂t

(
div D⃗ − ρ

)
= div ∂t D⃗− ∂t ρ = div

(
rot H⃗ − j⃗

)
− ∂t ρ = div rot H⃗ −

(
div j⃗ + ∂t ρ

)
≡ 0. (7)

Nab́ıźı se následuj́ıćı interpretace: Vazby (3) a (5) určuj́ı jaká pole přicházej́ı do úvahy v čase t = 0.
Rotace elektrického pole a rotace magnetického pole opravená o proud

∂tE⃗ =
1

ϵ
rot

1

µ
B⃗ − 1

ϵ
j⃗ , (8)
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∂tB⃗ = −rot E⃗ , (9)

(10)

pak udávaj́ı změny pole. Jsou to pohybové rovnice pro elektromagnetické pole, které zachovávaj́ı vazby.
Tato soustava přestavuje tzv. hyperbolický systém parciálńıch diferenciálńıch rovnic – tato čeled’ rovnic
je pojmenována podle znamének −+++ ve vlnové rovnici.

Cvičeńı. Předpokládejte, že zdroje jsou dané fukce času a prostoru a že prostřed́ı je homogenńı.

Uvažujte fourierovský rozklad do prostorových vln charakteru eik⃗.r⃗ všech veličin a dosad’te jej do rovnic
(8) a (9). Nalezněte obdobu těchto rovnic pro fourierovské komponenty E⃗(k⃗, t) a B⃗(k⃗, t). Ukažte, že

jde o soustavu obyčejných lineárńıch diferenciálńıch rovnic s konstantńımi koeficienty (k⃗ je vzhledem k

času samozřejmě konstanta). Na zjednodušeném př́ıkladě s j⃗(k⃗, t) = 0 tuto soustavu vyřešte pro zadané

E⃗(k⃗, t = 0) a B⃗(k⃗, t = 0) a ukažte, co by znamenalo opačné znaménko v Lenzově principu. Při řešeńı

soustavy šesti lineárńıch diferenciálńıch rovnic pro šest neznámých je výhodné zavést proměnné b⃗±(k⃗, t) =

B⃗(k⃗, t)± 1

c|⃗k|
k⃗× E⃗(k⃗, t), nebot’ představuj́ı (levé) vlastńı vektory př́ıslušné matice, v nichž má homogenńı

soustava Maxwellových rovnic pro prostorové Fourierovy komponenty tvar ∂t⃗b
± = ∓ic|⃗k|⃗b± a lze ji snadno

řešit.
Cvičeńı. Vezměte rotaci (8) a ukažte, že źıskáte vlnovou rovnici pro B⃗. Vysvětlete, proč po boku této

rovnice, se otáč́ı význam (4) – časová derivace magnetické indukce je zdrojem v́ırové složky elektrického
pole.

Pozn. Evolučńı rovnice (8) a (9) měńı mimo oblast zdroj̊u jen v́ı̌rivou složku elektrického i magne-
tického pole, nebot’ tam je jediným zdrojem změny obou poĺı rotace toho druhého, což je ovšem nezř́ıdlové
vektorové pole. Jak je možné, že když přemı́st́ıme náboj a tedy źıskáme nová zř́ıdla elektrického pole, je
změna mimo zdroje pouze v́ırové povahy?

Vysvětleńı na konkrétńım př́ıkladě poskytuje Obrázek 1 z poznámek k magnetismu: Změna elek-
trického pole od stavu, kdy nabitá deska śıdĺı na dolńı podstavě válce, na elekrické pole téže desky śıdĺıćı
na horńı podstavě – tedy rozd́ıl těchto poĺı je zř́ıdlového charakteru a je na levém obrázku. Na pravé
straně ale vid́ıme, že totéž (rozd́ılové) pole vně trajektorie zdroje lze popsat jako pole v́ırové.

Relaxačńı mechanismy v elektromagnetismu

Jaký je vztah těcho evolučńıch rovnic k rovnićım, které jsme doposud studovali? Jak jsme ukázali, poč́ınaje
rovnicemi elektrostaiky a konče kvazistacionárńım přibĺıžeńım, představovali doposud zkoumané rovnice
rovnováhu poĺı se statickými, stacionárńımi a kvazistacionárńımi zdroji.

Této rovnováhy nabyde elektromagnetické pole r̊uznými relaxačńımi procesy. Nejprve zmı́ńıme dva
souvisej́ıćı s ohmickou vodivost́ı. Prvńım, již zmı́něným, je skinový jev, konkrétně skutečnost, že (a to
i v plném elektomagnetismu) docháźı k difuzi magnetického pole směrem k rovnovážemu stavu. Daľśı
mechanismus souvisej́ıćı s vodivost́ı je dán evolućı zř́ıdlové části elektrického pole. Ta se ř́ıd́ı rovnićı
kontinuity (1) a po dosazeńı Ohmova zákona j⃗ = γE⃗ = γϵ−1D⃗ máme

∂tρ+ div j⃗ = ∂tρ+ div
(
γϵ−1

)
D⃗ = 0 −→ ∂tρ+

(
γϵ−1

)
ρ = −D⃗ · grad γ

ϵ
. (11)

Uvnitř vodiče, kde pravé strana vymiźı tak docháźı k exponenciálńımu zániku volné nábojové hustoty
– náboj se stěhuje na povrch vodiče. Relaxačńı čas u běžných vodič̊u je velmi malý a je dán jen ma-
teriálovými konstantami, narozd́ıl od skinového jevu, kde souviśı i s rozměry a tvarem vodiče.

Oba zmı́něné disipativńı procesy ve vodič́ıch vedou k ustaveńı statického stavu j⃗ = 0 a v d̊usledku
Ohmova zákona i E⃗ = 0 uvnitř vodiče. To je elektrostatika. Za p̊usobeńı vněǰśıch zdroj̊u či jiných sil se
rovnováha ustanov́ı v souladu s buzeńım, pro pomalu se měńıćı zdoje tak dostaneme kvazistacionárńı
pole.

Předběhneme-li daľśı výklad, je tu ještě jeden relaxačńı mechanismus. Odchylka od kvazistacionárńıho
přibĺıžeńı je, jak uvid́ıme, dána př́ıtomnost́ı elektromagnetického vlněńı. Pokud to situace dovoĺı, jsou tyto
vlny bud’ pohlceny disipativńım prostřed́ım, nebo odlet́ı do daleka, v obou př́ıpadech je tu tendence řešeńı
bĺıžit se (kvazi) stacionárńımu stavu. To je samozřejmě vyloučeno, když zdroje samy se měńı v časech
kratš́ıch, než jaké zářeńı potřebuje k vytraceńı se.

Prvńı experimnetálńı d̊ukaz oprávněnosti Maxwellovy konstrukce – Hetrz̊uv experiment dokázal, že
při jiskrovém výboji se část z p̊uvodně elektrostatické energie mı́sto na teplo přeměńı v eletromagnetické
vlny.
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Elektromagnetické potenciály pro nestacionárńı pole

Již v́ıme, že homogenńı Maxwellovy rovnice (5) a (4), lze automaticky vyřešit za pomoci zavedeńı po-

tenciál̊u. Nezř́ıdlové B⃗ dává B⃗ = rot A⃗ a tak dostáváme

rotE⃗ + ∂trotA⃗ = rot
(
E⃗ + ∂tA⃗

)
= 0 (12)

a protože rotace součtu E⃗ + ∂tA⃗ je nulová muśı to být gradient nějaké skalárńı funkce. Proto zavád́ıme
elektromagnetické potenciály vztahy

B⃗ = rot A⃗ , (13)

E⃗ = −grad Φ− ∂t A⃗ . (14)

Jejich dosazeńım do zbývaj́ıćıch rovnic dostáváme

rot
1

µ
rot A⃗− ∂tϵ(−grad Φ− ∂t A⃗) = j⃗ , (15)

div ϵ(−grad Φ− ∂t A⃗) = ρ , (16)

(17)

V homogenńım prostřed́ı můžeme vytknout př́ıslušné materiálové konstanty µϵ = c−2 a za použit́ı Z.I.V.A.
dostáváme polńı rovnice pro elektromagnetické potenciály(

−∆A⃗+
1

c2
∂tt A⃗

)
+ grad

(
div A⃗+

1

c2
∂tΦ

)
= µ⃗j , (18)

∆Φ + ∂t div A⃗ = −1

ϵ
ρ . (19)

Magnetické pole B⃗ je v́ırové povahy a je dáno rotaćı vektorového potenciálu. Zř́ıdlová část vektorového
poteciálu je veličina která se na magnetickém poli nijak neprojev́ı. Tato veličina je určitelná z div A⃗ a
tedy tato divergence vektorového potenciálu neńı nijak dána. Protože ovšem časová derivace vektorového
potenciálu vystupuje v (14) je třeba opravit po změně vektorového potenciálu i potenciál Φ. Změna
kalibrace je dána vztahy

a⃗ ′ = A⃗+∇χ (20)

Φ′ = Φ− ∂tχ (21)

Dosazeńım do (13) a (14) lze ověřit, že tato změna potenciál̊u neměńı elektrické ani magnetické pole.

Také vid́ıme, že div a⃗ ′ − div A⃗ = ∆χ a daná změna div A⃗ vede na Poissonovu rovnici.

Maxwellovy rovnice v Coulombově kalibraci

Při řešeńı (18) a (19) si nejprve vybereme postaru možnost div A⃗ = 0. Po zavedeńı d’Alembertiánu

□ = ∆− 1

c2
∂tt (22)

a dosazeńı div A⃗ = 0 je

□ A⃗ = −µ⃗j +
1

c2
∂t grad Φ, (23)

∆ Φ = −1

ϵ
ρ . (24)

Toto jsou Maxwellovy rovnice pro potenciály v tzv. Coulombově kalibraci. Potenciál Φ se ř́ıd́ı Poissonovou

rovnićı, zat́ımco vektorový poteciál splňuje v⃗̇A(x⃗, t = 0) vlnovou rovnici se zdrojem na pravé straně. V
nestacionáŕım př́ıpadě je div j⃗ ̸= 0 a z rovnice kontinuity je vidět, že poz̊ustatek Maxwellova proudu
zajǐst’uje, tak jako dř́ıve, aby zdroj měl čistě v́ırový charakter. Jinak by nebylo možno vybranou kalibračńı
podmı́nku dodržet. Lze ukázat, že ačkoli v této kalibraci jsou hodnoty potenciál̊u v celém prostoru
okamžitě ovlivněny změnou zdroje (nadsvětelné š́ı̌reńı), jde o změny, které maj́ı povahu změny kalibrace
a změny elektrického i magnetického pole se š́ı̌ŕı právě rychlost́ı světla.

Z rozboru vlnové rovnice □u = 0 (např. jako limity mechanického systému) je známo, že řešeńı v čase
t > 0 je dáno zadáńım hodnoty u(x⃗, t = 0) a jej́ı časové derivace u̇(x⃗, t = 0). Tyto dvě funkce představuj́ı
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libov̊uli, již připoušt́ı vlnová rovnice – jejich hodnota je libovolná ale dány v nějakém okamžiku již plně
ř́ıkaj́ı jak řešeńı vypadá v libovolném čase.

Vid́ıme, že při daných zdroj́ıch Maxwellovy rovnice dovoluj́ı zadat dvě vektorové funkce čistě v́ırového

charakteru A⃗(x⃗, t = 0) a ⃗̇A(x⃗, t = 0) a ty již plně určuj́ı elektomagnetické pole ve všech časech. Hodnota

A⃗(x⃗, t = 0) skrze rotaci určuje počátečńı hodnotu magnetického pole. Hodnota ⃗̇A(x⃗, t = 0) opravená o
gradient řešeńı Poissonovy rovnice (to žádnou libov̊uli při daných zdroj́ıch nepřipoušt́ı) určuje počátečńı
hodnotu elektrického pole.

Libov̊ule při zadáváńı počátečńıch podmı́nek elektromagnetického pole spoč́ıvá v zadáńı v́ırové části
elektrického a magnetického pole. Co se týče libov̊ule při zadáváńı zř́ıdlové části poĺı, magnetické pole
žádnou nemá, elektrické sice ano, ale ta je fixována Gaussovou větou. Libov̊ule při umist’ováńı náboj̊u
nás ted’ nezaj́ımá, nebot’ ta souviśı s pohybovými rovnicemi této nabité látky. Ty, stejně jako evolučńı
rovnice elektromagnetického pole, musej́ı zaručovat zachováńı náboje.

Kalibračńı libov̊ule se v Coulombově kalibraci smršt’uje na funkce χ řeš́ıćı v každém okamžiku Lapla-
ceovu rovnici.

Maxwellovy rovnice v Lorenzově kalibraci

Pohledem na rovnici (18) je vidět, že kalibračńı podmı́nka

div A⃗+
1

c2
∂tΦ = 0 , (25)

zvaná Lorenzova, okamžitě zjednoduš́ı rovnici pro vektorový potenciál na rovnici vlnovou. Za člen ∂t div A⃗,
jenž se objevuje v rovici pro Φ dosad́ıme z Lorenzovy kalibračńı podmı́nky a dostaneme druhou časovou
derivaci. Proto v Lorenzově kalibraci maj́ı Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické potenciály tvar

□ A⃗ = −µ⃗j , (26)

□ Φ = −1

ϵ
ρ . (27)

Na rozd́ıl od podmı́nky Coulombovy je ve vakuu Lorenzova kalibračńı podmı́nka speciálně relativisticky
kovariantńı a stejně tak i výše uvedené rovnice pro potenciály. Také je na prvńı pohled vidět, že informace
o zdroj́ıch se š́ı̌ŕı rychlost́ı světla. V této kalibraci se nab́ıźı větš́ı mı́ra kalibračńı volnosti – všechny χ
splňuj́ıćı homogenńı vlnovou rovnici nezměńı (25). Protože v oblastech, kde nejsou náboje splňuje Φ také

homogenńı vlnovou rovnici, lze zde obvykle položeńım χ =
∫ t

0
Φdt přej́ıt do kalibrace, kde Φ′ ≡ 0 a

div a⃗ ′ = 0.

Zákon zachováńı energie

Maxwellovy rovnice (8) a (9) popisuj́ı to, jak “torzńı napět́ı éteru” je zdrojem časové změny pole. V
analogii s mechanickým vlněńım lze očekávat, že bude existovat veličina daná kvadrátem poĺı, popisuj́ıćı
hustotu energie elektromganetického pole.

S použit́ım vztah̊u a⃗.(⃗b× c⃗) = c⃗.(⃗a× b⃗) a (fg)′ = f ′g + fg′ si nejprve spočteme

∇.(E⃗ × H⃗) = H⃗.(∇× E⃗)− E⃗.(∇× H⃗) , (28)

pro jistotu ještě ve složkách

∂i(ϵijkEjHk) = ϵijk∂i(EjHk) = ϵijk(∂iEj)Hk + ϵijkEj(∂iHk) = Hiϵijk∂jEk − Eiϵijk∂jHk . (29)

Mechanický výkon, jakým p̊usob́ıme proti (tedy −) Lorentzově śıle je

dP = −v⃗.dQ(E⃗ + v⃗ × B⃗) = −dQv⃗.E⃗ = −dJ⃗.E⃗ , (30)

tedy objemová hustota mechanického výkonu je s použit́ım Maxwellových rovnic a připravené identity
(28)

−j⃗.E⃗ = −(∇× H⃗−∂tD⃗).E⃗ = ∇.(E⃗×H⃗)−H⃗.(∇× E⃗)+ E⃗.∂tD⃗ = E⃗.∂tD⃗+H⃗.∂tB⃗+∇.(E⃗×H⃗) (31)

Tento výraz pro hustotu výkonu lze integrovat přes nějaký objem a źıskat vztah

Výkon mech. sil = Výkon potřebný ke změně el. a mag. pole + výkon odcházej́ıćı povrchem
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konkrétně ∫
Ω

−j⃗.E⃗ dV =

∫
Ω

(
E⃗.∂tD⃗ + H⃗.∂tB⃗

)
dV +

∮
∂Ω

(E⃗ × H⃗).dS⃗ . (32)

Člen popisuj́ıćı výkon potřebný ke změně elektrického a magnetického pole obsahuje i energii potřebnou
ke změně magnetizace a polarizace prostřed́ı. V lineárńım nedisperzńım prostřed́ı vede vztah E⃗.∂tD⃗ =
E⃗.∂tϵE⃗ = 1

2∂tE⃗.ϵE⃗ = 1
2∂tE⃗.D⃗ a podobný vztah pro magnetické pole k zavedeńı hustoty energie

w =
1

2
E⃗.D⃗ +

1

2
H⃗.B⃗ (33)

splňuj́ıćı rovnici kontinuity se zdrojem

∂tw + div E⃗ × H⃗ = −E⃗.⃗j . (34)

Pokud chceme podobný vztah źıskat i např. v magneticky tvrdém materiálu, je třeba vázané magnetizačńı
proudy přesunou do j⃗ a chápat je jako proudy tekoućı v prostřed́ı s B⃗ = µ0H⃗.

Součin S⃗ = E⃗× H⃗ se nazývá Poynting̊uv vektor. Jde o vektorové pole které určuje elektromagnetický
výkon odcházej́ıćı z objemu, přičemž jen zř́ıdlová část tohoto pole vystupuje v zákonu zachováńı energie.
Vztah (28) ř́ıká, že např. vložeńım permanentńıho magnetu do elektrostatického pole źıskáme Poyntingovo

vektorové pole jehož zř́ıdlová část je nulová, ovšem č́ıselná velikost v́ırové složky S⃗ může být ohromná.
Ve vakuu má w význam hustoty energie elektromagnetického pole, až se seznámı́me s elektromagne-

tickými vlnami, uvid́ıme, že ta se může přelévat z jednoho mı́sta do druhého, aniž jsou tam nějaké zdroje.
Definitivně tak konč́ı interpretace elektrostatické energie, jako potenciálńı energie náboj̊u. Poyntingov
věta ř́ıká, že ta je jen zdáńı vzniklé z toho, že při změně polohy náboje docháźı k rekonfiguraci pole, k ńıž
potřebujeme vykonat práci právě rovnou změně elektromagnetické energie (a možná i v́ıc, pokud s náboji
postrkujeme př́ılǐs zbrkle a část naš́ı práce se přeměńı na elektromagnetické vlněńı, jenž odlet́ı pryč).

Cvičeńı. Spočtěte energii magnetického pole kulového permanentńıho magnetu s konstatńı magneti-
zaćı.

Zákon zachováńı hybnosti a momentu hybnosti

Ze speciálńı relativity v́ıme, že můžeme též očekávat zachováńı hybnosti. Rychlost změny mechanické
hybnosti udává Lorentzova śıla, pro jej́ıž objemovou hustotu v homogenńım lineárńım prostřed́ı plat́ı

fi = ρEi + ϵijkjjBk = Ei∂kDk + ϵijk(ϵjlm∂lHm − ∂tDj)Bk = Ei∂kDk + ϵijkϵjlmBk∂lHm − ϵijkBk∂tDj =

= Ei∂kDk + ϵijkϵjlmBk∂lHm − ϵijk∂t(DjBk) + ϵijkDj∂tBk =

= Ei∂kDk + ϵijkϵjlmBk∂lHm − ϵijkϵklmDj∂lEm − ϵijk∂t(DjBk) =

= Ei∂kDk + ϵijkϵjlmBk∂lHm + ϵijkϵjlmDk∂lEm − ϵijk∂t(DjBk) =

= Ei∂kDk + (δimδkl − δilδkm)(Bk∂lHm +Dk∂lEm)− ∂t(ϵijkDjBk)

Po přičteńı nulového členu Hi∂kBk a za použit́ı předpokladu o lineárńım prostřed́ı tak dostáváme

fi = ∂k

(
EiDk +HiBk − 1

2
δik(ElDl +HlBl)

)
− ∂t(ϵijkDjBk) (35)

Za základě zkušenost́ı se zachováńım hybnosti v mechanice kontinua identifikujeme

g⃗ = D⃗ × B⃗ (36)

coby hustotu hybnosti elektromagnetického pole a Maxwell̊uv tenzor

Tik = EiDk +HiBk − 1

2
δik(ElDl +HlBl) (37)

jako obdobu tenzoru mechanického napět́ı, což znamená, že udává plošnou hustotu toku změny hyb-
nosti. Speciálně u stacionárńıch poĺı má tato veličina význam plošné hustoty śıly (tedy tlaku) j́ımž nitky
elektromagnetického pole tahaj́ı za náboje.

S použit́ım těchto veličin dostáváme zákon zachováńı hybnosti ve tvaru

∂t

(
p⃗mech(V ) +

∫
V

g⃗ dV

)
=

∮
∂V

T.dS⃗ (38)
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Pozn. V zákonu zachováńı energie, kde vystupovala časová derivace součinu H⃗.B⃗, jsme předpokládali
prostřed́ı lineárńı a nedispersńı, kdy tatáž permeabilita plat́ı ve všech časech (a tedy i pro pole všech
frekvenćı). Při úpravách vedoućıch k Maxwellovu tenzoru se prováděj́ı prostorové derivace tohoto součinu
a využ́ıvá se předpokladu o lineárńım a homogenńım prostřed́ı, jenž vede na rovnost Bk∂iHk = 1

2∂iBkHk.
V nehomogenńım materiálu bude na mı́sta měńıćı se permitivity, či permeability, přesněji na zde se
nacházej́ıćı vázané proudy a náboje p̊usobit nenulová śıla. V takovém př́ıpadě je nejjednodušš́ı uvažovat
vázané proudy a náboje za volné, jenž se nacházej́ı v prostřed́ı s materiálovými konstantami vakua.

Ve vakuu je

g⃗ = D⃗ × B⃗ = ϵ0µ0E⃗ × H⃗ =
1

c2
S⃗ , (39)

tedy hustota hybnosti je svázána s tokem energie.
Př́ıklad. Uvažujme bodový náboj nacházej́ıćı se v homogenńım poli E⃗0. Elektrické pole v okoĺı náboje

je popsáno superpozićı obou poĺı

E⃗ = E⃗1 + E⃗0 =
Q

4πϵ0

r⃗

r3
+ E⃗0 .

Maxwell̊uv tezor má tvar

Tik = (E0
i + E1

i )(D
0
k +D1

k)−
1

2
δik(E

0
l D

0
l + 2E0

l D
1
l + E1

l D
1
l )

a jeho tok přes sféru se středem v počátku, kde śıdĺı uvažovaný náboj po spočteńı∮
E0

i D
0
kdSk =

∮
E0

kD
0
kdSi =

∮
E1

i D
1
kdSk =

∮
E1

kD
1
kdSi = 0,

∮
E0

i D
1
kdSk = E0

i

∮
D1

kdSk = QE0
i∮

E⃗1D⃗0.dS⃗ =

∮
D⃗1E⃗0.dS⃗ =

Q

4π
E⃗0

∮
cos2 θdΩ ,

∮
E⃗0.D⃗1dS⃗ =

Q

4π

∮
E⃗0.e⃗r e⃗rdΩ =

Q

4π
E⃗0

∮
cos2 θdΩ

vycháźı F⃗ = QE⃗0.
Hybnost elektromagnetického pole jsme již jednou potkali. Při odvozováńı silového p̊usobeńı mezi

dvěma proudovými smyčkami se ukázalo, že princip akce a reakce je splněn jen pokud proudy smyčkou
jsou stacionárńı. Bud́ı-li proudový element J⃗ ′ ve svém okoĺı magnetické pole, je śıla na jiný proudový
element J⃗

F⃗ = J⃗ ×
(
µ0

4π
J⃗ ′ × r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3

)
= J⃗ ′

(
µ0

4π
J⃗.

r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3

)
−
(
µ0

4π

r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3

)
J⃗ .J⃗ ′ . (40)

Zat́ımco člen úměrný J⃗ .J⃗ ′ splňuje princip akce a reakce, prvńı člen ne. Jeho p̊uvod souviśı právě s
hybnost́ı elektromagnetického pole. Uvažovaný proudový element J⃗ nesplňuje podmı́nku stacionarity. V
nejjednodušš́ım přibĺıžeńı jde např. o dvojici navzájem se pohybuj́ıćıch náboj̊u jejichž proudová hustota
j⃗ má nenulovou divergenci, a tak člen ∂tD⃗ je nezanedbatelný. Proto, at’ již budeme použ́ıvat jakýkoliv
model proudového elementu J⃗ , v téměř homogenńım poli B⃗′ vzdáleného proudového elemntu J⃗ ′ znamená
nestacionarita j⃗ potřebu započ́ıst i hybnost elektromagnetického pole v bĺızkost J⃗ .

Pro moment śıly reprezentovaný antisymetrickým tenzorem

Mij =

∫
(xifj − xjfi)dV (41)

dostáváme na základě úprav

xifj − xjfi = xi∂kTjk − xi∂t(ϵjlmDlBm)− xj∂kTik + xj∂t(ϵilmDlBm) = (42)

= ∂k(xiTjk − xjTik)− δkiTjk + δkjTik − ∂t(xiϵjlmDlBm − xjϵilmDlBm) (43)

opět rovnici kontinuity, pokud předpokládáme, že Maxwell̊uv tenzor je symetrický. Po zúžeńı s ϵnij
dostáváme zákon zachováńı momentu hybnosti

∂t

(
L⃗mech(V ) +

∫
V

r⃗ × g⃗ dV

)
=

∮
∂V

r⃗ ×T.dS⃗ . (44)
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