Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika
Nestacionarni pole

Maxwellovy rovnice — nestacionarni pole

Na zakladé skutecnosti, ze rotace vektorového pole méa nulovou divergenci, usoudil Maxwell, ze v dife-
rencidlni verzi Amperova zdkona je tfeba v nestaciondrnim pripadé, kdy div j # 0 nahradit proudovou
hustotu kombinaci j + 3tD jejiz divergence vymizi v dusledku Gaussovy véty a zdkona zachovani elek-
trického néboje. Divergence toho “opraveného proudu” je nulové proto, ze za pouziti Gaussovy véty
prechdzi na rovnici kontinuity pro elektrickou ndbojovou hustotu

op+divjy = 0. (1)

Od té doby chovani elektromagnetického pole popisuji Maxwellovy rovnice

rot H—8,D = 7j, (2)
divD = p, (3)
rot E+0,B = 0, (4)
divB = 0. (5)

vvvvvv

zaptic¢inény komplikovanym materidlem. Naboje a proudy vystupujici na pravé strané Maxwellovych
rovnic jsou dany vlastnostmi hmoty a skrze né elektromagnetické pole na hmotu pusobi. Nepieberné
mnozstvi jevu s tim souvisejicich patii do jinych pfednések.

Pro ujasnéni si vyznamu rovnic (2-5) budeme az na explicitné uvedené vyjimky pfedpoklddat, ze
materidlové vztahy jsou popsany skalarni permitivitou € a permeabilitou p. Charakter rovnic muze, jak
jsme na piikladu skinového jevu vidéli, také ovlivnit zdvislost zdroju na poli samotném. Proto prozatim
budeme proudy a nabojové hustoty povazovat za dané funkce ¢asu a prostoru.

Maxwellovy rovnice — pocatecni tiloha

Vezmeme-li elektromagnetické pole v néjakém okamziku, feknéme ¢t = 0, muzeme se ptét, co pro jeho hod-
noty vyplyva z Maxwellovych rovnic. Okamzité vidime, ze rovnice udavajici divergence BaD prikazuji,
jakd pole jako funkce prostorovych souradnic jsou v libovolny okamzik povolena. Napft. ziidlovd magne-
tickd pole nejsou moznd. Rovnice (3) a (5) predstavuji vazby.

Oproti tomu rovnice, kde vystupuji rotace poli maji jiny charakter. Pokud pozorujeme, ze v daném
okamziku rot E # 0, je takové pole piipustné, oviem znamena to, ze bud

— ménici se magnetické pole je zdrojem cirkulace elektrického pole a nebo

— nenulova cirkulace elektrického pole zapfi¢ini zménu magnetického pole.

Jak rozhodnout, kterd z obou moznosti je spravné? Jaky experiment by to mohl rozhodnout? V
kazdém piipadé rovnice (4) svazuje ¢asové a prostorové zmeény elektromagnetického pole. Nestaci na to
ale sama — o jejim vyznamu rozhoduje, ¢im tuto rovnici doplnime (viz cvicenf nize).

Nejprve si povsimmneme, ze obé vazby (3) a (5) se zachovévaji. Casové derivace

9, div B = divd, B = div (— 1ot E) = 0 (6)
a podobné je to diky rovnici kontinuity elektrického ndboje i s rovnici (3):
Oy (div 5—p> = div 9, D — 9, p = div (rot ﬁ—;) — 0y p =div rot H— (div J+ 0 p) = 0. (7)

Nabizi se nasledujici interpretace: Vazby (3) a (5) urcuji jakd pole pfichdzeji do tivahy v ¢ase t = 0.
Rotace elektrického pole a rotace magnetického pole opravena o proud
_ 1 1

OE = -rot *B**], (8)
€ p
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OB = —rot E (9)
(10)

pak udavaji zmény pole. Jsou to pohybové rovnice pro elektromagnetické pole, které zachovavaji vazby.
Tato soustava prestavuje tzv. hyperbolicky systém parcidlnich diferencidlnich rovnic — tato éeled rovnic
je pojmenovéana podle znamének — + ++ ve vlnové rovnici.

Cviceni. Predpokladejte, ze zdroje jsou dané fukce ¢asu a prostoru a ze prostiedi je homogenni.
Uvazujte fourierovsky rozklad do prostorovych vin charakteru ™ viech velicin a dosad'te jej do rovnic
(8) a (9). Naleznéte obdobu téchto rovnic pro fourierovské komponenty E(E, t) a B’(E7 t). Ukazte, ze
jde o soustavu oby¢ejnych linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty (E je vzhledem k
¢asu samoziejmé konstanta). Na zjednoduseném piikladé s ;(E, t) = 0 tuto soustavu vyfeste pro zadané
E(E,t =0)a B (E,t = 0) a ukazte, co by znamenalo opa¢né znaménko v Lenzové principu. Pfi feSen{
soustavy Sesti linearnich diferencidlnich rovnic pro Sest neznamych je vyhodné zavést proménné bt (E, t) =
B(k,t)+ ﬁl_{ x E(k,t), nebot predstavuji (levé) vlastni vektory pifslusné matice, v nichz ma homogenni

soustava Maxwellovych rovnic pro prostorové Fourierovy komponenty tvar 9, bt = :Fz'c|l; |l_)’i a lze ji snadno
Tfesit.

Cuiceni. Vezméte rotaci (8) a ukazte, ze ziskdte vlnovou rovnici pro B. Vysvétlete, pro¢ po boku této
rovnice, se ota¢i vyznam (4) — ¢asova derivace magnetické indukce je zdrojem virové slozky elektrického
pole.

Pozn. Evoluéni rovnice (8) a (9) méni{ mimo oblast zdroju jen vifivou slozku elektrického i magne-
tického pole, nebot tam je jedinym zdrojem zmény obou poli rotace toho druhého, coz je oviem neziidlové
vektorové pole. Jak je mozné, ze kdyz premistime naboj a tedy ziskame nova ziidla elektrického pole, je
zména mimo zdroje pouze virové povahy?

Vysvétleni na konkrétnim ptikladé poskytuje Obrazek 1 z poznamek k magnetismu: Zména elek-
trického pole od stavu, kdy nabita deska sidli na dolni podstavé valce, na elekrické pole téze desky sidlici
na horni podstavé — tedy rozdil téchto poli je ziidlového charakteru a je na levém obrazku. Na pravé
strané ale vidime, Ze totéz (rozdilové) pole vné trajektorie zdroje lze popsat jako pole virové.

Relaxaéni mechanismy v elektromagnetismu

Jaky je vztah técho evoluénich rovnic k rovnicim, které jsme doposud studovali? Jak jsme ukézali, poc¢inaje
rovnicemi elektrostaiky a konce kvazistacionarnim priblizenim, predstavovali doposud zkoumané rovnice
rovnovahu poli se statickymi, staciondrnimi a kvazistacionarnimi zdroji.

Této rovnovahy nabyde elektromagnetické pole ruznymi relaxa¢nimi procesy. Nejprve zminime dva
souvisejici s ohmickou vodivosti. Prvnim, jiz zminénym, je skinovy jev, konkrétné skutecnost, ze (a to
i v plném elektomagnetismu) dochézi k difuzi magnetického pole smérem k rovnovazemu stavu. Dalsi
mechanismus souvisejici s vodivosti je dén evolum ziidlové casti elektrického pole. Ta se tidi rovnici
kontinuity (1) a po dosazeni Ohmova zdkona j = vE = ve~1D méme

Op+divj = Op+div (’}/671)5 =0 — 8tp+(fye*1)p:—l_)‘~grad 7 (11)
€

Uvniti vodice, kde pravé strana vymizi tak dochazi k exponencidlnimu zédniku volné nabojové hustoty
— néboj se stéhuje na povrch vodice. Relaxaéni ¢as u béznych vodi¢u je velmi maly a je ddn jen ma-
teridlovymi konstantami, narozdil od skinového jevu, kde souvisi i s rozméry a tvarem vodice.

Oba zminéné disipativni procesy ve vodicich vedou k ustaveni statického stavu j = 0 a v dusledku
Ohmova zdkona i E = 0 uvniti vodice. To je elektrostatika. Za pusobeni vnéjsich zdroju ¢i jinych sil se
rovnovaha ustanovi v souladu s buzenim, pro pomalu se ménici zdoje tak dostaneme kvazistacionarni
pole.

Ptredbéhneme-li dalsi vyklad, je tu jesté jeden relaxacni mechanismus. Odchylka od kvazistaciondrniho
ptiblizeni je, jak uvidime, dana ptitomnosti elektromagnetického vinéni. Pokud to situace dovoli, jsou tyto
viny bud pohlceny disipativnim prostiedim, nebo odleti do daleka, v obou piipadech je tu tendence feseni
blizit se (kvazi) staciondrnimu stavu. To je samoziejmé vylou¢eno, kdyz zdroje samy se méni v ¢asech
kratsich, nez jaké zareni pottebuje k vytraceni se.

Prvni experimnetalni diukaz oprdvnénosti Maxwellovy konstrukce — Hetrzuv experiment dokéazal, Ze
pri jiskrovém vyboji se ¢ast z puvodné elektrostatické energie misto na teplo pfemeéni v eletromagnetické
viny.
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Elektromagnetické potencialy pro nestacionarni pole

Jiz vime, ze homogenni Maxwellovy rovnice (5) a (4), lze automaticky vyfesit za pomoci zavedeni po-
tencidlt. Neziidlové B ddva B = rot A a tak dostdvame

rotE + dirotA = rot (E + 8#?) =0 (12)

a protoze rotace souctu E+8,A je nulova musi to byt gradient néjaké skaldrni funkce. Proto zavadime
elektromagnetické potencialy vztahy

B = 1ot 4, (13)
E = —grad®—9, 4. (14)
Jejich dosazenim do zbyvajicich rovnic dostavame

1 - - -

rot —rot A — Oe(—grad ® -9, A) = 7, (15)
i

div e(—grad ® — 0, A) = p, (16)
(17)

V homogennim prostiedi mizeme vytknout piislusné materidlové konstanty pe = ¢~2 a za pouziti Z.1.V.A.
dostavame polni rovnice pro elektromagnetické potencialy

L1 B o1
(—AA + gaﬁ A) + grad (div A+ 028,@) = i, (18)
. 1
AP+ 9, divA = ——p. (19)
€

Magnetické pole B je virové povahy a je ddno rotaci vektorového potencidlu. Ziidlova ¢ast vektorového
potecialu je veli¢ina kterd se na magnetickém poli nijak neprojevi. Tato veli¢ina je urcitelna z div Aa
tedy tato divergence vektorového potencialu neni nijak déna. Protoze ovSem Casova derivace vektorového
potencidlu vystupuje v (14) je t¥eba opravit po zméné vektorového potencidlu i potencidl ®. Zména
kalibrace je ddna vztahy

i = A+Vy (20)
(I)/ = o — 8,5)( (21)

Dosazenim do (13) a (14) lze ovéfit, ze tato zména potencidli nemeéni elektrické ani magnetické pole.
Také vidime, ze div @’ — div A = Ay a dand zména div A vede na Poissonovu rovnici.

Maxwellovy rovnice v Coulombové kalibraci

Pii feseni (18) a (19) si nejprve vybereme postaru moznost div A = 0. Po zavedeni d’Alembertidnu

1
O=A- gatt (22)
a dosazen{ div A = 0 je
. L1
OA = —uj + 6—2@ grad @, (23)
1
Ad = —=p. (24)
€

Toto jsou Maxwellovy rovnice pro potencialy v tazv. Coulombové kalibraci. Potencidl ® se fidi Poissonovou
rovnici, zatimco vektorovy potecial spliuje vA(a?,t = 0) vlnovou rovnici se zdrojem na pravé strané. V
nestacionarim piipadé je div j # 0 a z rovnice kontinuity je vidét, ze pozustatek Maxwellova proudu
zajistuje, tak jako difve, aby zdroj mél ¢isté virovy charakter. Jinak by nebylo mozno vybranou kalibra¢ni
podminku dodrzet. Lze ukézat, ze ackoli v této kalibraci jsou hodnoty potencidlu v celém prostoru
okamzité ovlivnény zménou zdroje (nadsvételné sifeni), jde o zmény, které maji povahu zmeény kalibrace
a zmény elektrického i magnetického pole se it prave rychlosti svétla.

Z rozboru vlnové rovnice Cu = 0 (napf. jako limity mechanického systému) je zndmo, Ze feSeni v Case
t > 0 je ddno zaddnim hodnoty u(Z,t = 0) a jeji ¢asové derivace u(Z,t = 0). Tyto dvé funkce predstavujf
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libovuli, jiz pfipousti vlnova rovnice — jejich hodnota je libovolna ale dény v néjakém okamziku jiz plné
tikaji jak TeSeni vypada v libovolném case.

Vidime, ze pii danych zdrojich Maxwellovy rovnice dovoluji zadat dvé vektorové funkce ¢isté virového
charakteru A'(f,t =0)a A(f, t =0) a ty jiz plné urcuji elektomagnetické pole ve vsech ¢asech. Hodnota

/Y(a?,t = 0) skrze rotaci uréuje pocateéni hodnotu magnetického pole. Hodnota A(Z,¢ = 0) opravend o
gradient feseni Poissonovy rovnice (to zaddnou libovuli pfi danych zdrojich nepfipoust{) ur¢uje poc¢atecéni
hodnotu elektrického pole.

Libovile pfi zadavani poc¢atecnich podminek elektromagnetického pole spoc¢iva v zadani virové casti
elektrického a magnetického pole. Co se tyce libovule pii zaddavéani ziidlové ¢asti poli, magnetické pole
7adnou nem4, elektrické sice ano, ale ta je fixovdna Gaussovou vétou. Libovile pfi umistovani ndboji
néas ted nezajimd, nebot ta souvisi s pohybovymi rovnicemi této nabité latky. Ty, stejné jako evoluéni
rovnice elektromagnetického pole, museji zarucovat zachovani néaboje.

Kalibra¢n{ liboviile se v Coulombové kalibraci smrituje na funkce x fesici v kazdém okamziku Lapla-
ceovu rovnici.

Maxwellovy rovnice v Lorenzové kalibraci

Pohledem na rovnici (18) je vidét, ze kalibraéni podminka
.o 1
divA+ 50, = 0, (25)
c
zvand Lorenzova, okamzité zjednodusi rovnici pro vektorovy potencial na rovnici vinovou. Za ¢len 9; div /Y,

jenz se objevuje v rovici pro ® dosadime z Lorenzovy kalibraéni podminky a dostaneme druhou ¢asovou
derivaci. Proto v Lorenzové kalibraci maji Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické potencidly tvar

1
0 = —=p. (27)
€

Na rozdil od podminky Coulombovy je ve vakuu Lorenzova kalibra¢ni podminka specidlné relativisticky
kovariantni a stejné tak i vyse uvedené rovnice pro potencialy. Také je na prvni pohled vidét, ze informace
o zdrojich se Sit{ rychlosti svétla. V této kalibraci se nabizi vétsi mira kalibraéni volnosti — vSechny x
splitujici homogenni vinovou rovnici nezméni (25). Protoze v oblastech, kde nejsou ndboje spliuje ® také

homogenni vlnovou rovnici, 1ze zde obvykle polozenim y = fg ®dt prejit do kalibrace, kde ® = 0 a
diva’ =0.

Zakon zachovani energie

Maxwellovy rovnice (8) a (9) popisuji to, jak “torzni napéti éteru” je zdrojem ¢asové zmeény pole. V
analogii s mechanickym vlnénim lze o¢ekavat, ze bude existovat velicina dand kvadratem poli, popisujici
hustotu energie elektromganetického pole.

S pouzitim vztahu Ei.(l_; X €) = é.(d x g) a (fg) = f'g+ f¢' sinejprve spocteme

V(ExH) = H(VxE)—E(VxH), (28)
pro jistotu jesté ve slozkach
Oi(€ijuEjHy) = €jk0;(EjHy) = €5(0:E;))Hy + €, E;j(0iHy) = Hi€ijx0;Ey — Ei€i,0;Hy . (29)
Mechanicky vykon, jakym pusobime proti (tedy —) Lorentzove sile je
dP = —G.dQ(E+7x B) = —dQU.E = —dJ.E , (30)

tedy objemova hustota mechanického vykonu je s pouzitim Maxwellovych rovnic a pripravené identity
(28)

—JE = —(VxH-8,D).E = V(ExH)—-H.(VxE)+E.8,D = E.8,D+H.8,B+V.(ExH) (31)
Tento vyraz pro hustotu vykonu lze integrovat pres néjaky objem a ziskat vztah

Vykon mech. sil = Vykon potifebny ke zméné el. a mag. pole + vykon odchéazejici povrchem

50



konkrétné

—

/ GEav - / (BouD + i.0,8) av + 74 (B x d).dS . (32)
Q Q o0

Clen popisujici vykon potfebny ke zméné elektrického a magnetického pole obsahuje i energii potrebnou
ke zméné magnetizace a polarlzace prostfedi. V linedrnim nedisperznim prostfedi vede vztah E.0.D =
E.0iE = fatE €E = §8tE.D a podobny vztah pro magnetické pole k zavedeni hustoty energie

H.B (33)

w = Eﬁ—i—

N | =

1

2

splitujici rovnici kontinuity se zdrojem
dw+divExH = —E.j . (34)

Pokud chceme podobny vztah ziskat i napt. v magneticky tvrdém materidlu, je tfeba vazané magnetizacéni
proudy pfesunou do ; a chapat je jako proudy tekouci v prostiedi s B= ﬂoﬁ .

Souc¢in S = E x H se nazyva Poyntinguv vektor. Jde o vektorové pole které urcuje elektromagneticky
vykon odchézejici z objemu, pficemz jen ziidlova ¢ast tohoto pole vystupuje v zdkonu zachovéani energie.
Vztah (28) i{k4, Ze napf. vlozenim permanentniho magnetu do elektrostatického pole ziskdme Poyntingovo
vektorové pole jehoz ziidlova ¢ést je nulova, oviem ¢&iselnd velikost virové slozky S muze byt ohromna.

Ve vakuu méa w vyznam hustoty energie elektromagnetického pole, az se seznamime s elektromagne-
tickymi vinami, uvidime, Ze ta se muze prelévat z jednoho mista do druhého, aniz jsou tam né&jaké zdroje.
Definitivné tak konéi interpretace elektrostatické energie, jako potencidlni energie ndboju. Poyntingov
véta Tika, ze ta je jen zdani vzniklé z toho, ze pti zméné polohy naboje dochazi k rekonfiguraci pole, k niz
potiebujeme vykonat praci pravé rovnou zmeéné elektromagnetické energie (a moznd i vic, pokud s nédboji
postrkujeme piilis zbrkle a ¢ast nasi prace se pfemeéni na elektromagnetické vinéni, jenz odleti pry¢).

Cviceni. Spoctéte energii magnetického pole kulového permanentniho magnetu s konstatni magneti-
zaci.

Zakon zachovani hybnosti a momentu hybnosti

Ze specidlni relativity vime, ze muzeme téz otekdvat zachovani hybnosti. Rychlost zmény mechanické
hybnosti udavé Lorentzova sila, pro jejiz objemovou hustotu v homogennim linedrnim prostiedi plati

fi = pE;i + €ijrj; Br = EiOk Dy + €iji(€jimO1Hyy — 0: D) By, = EiOp Dy, + €1 j1m BrO1 Hpy — €351, BrOtDj =

= E;0k Dy, + €;j1€jimBrOHp, — €;j1,0,(D;By,) + €5 D0 By, =
= E;01 Dy, + €ij1€jim BrOHp, — €ijk€kimD;0 B, — €;51,0:(D;By) =
= E;0x Dy, + €i1€j1mBrOHp, + €ij1€jim DiO1 By — €110, (D;By) =
= E;0; Dy + (0imOki — 0i10km )(BrOyHy, + D0 Ey,) — Or(€i51D; By)

Po pricteni nulového ¢lenu H;0; By a za pouziti predpokladu o linedrnim prostiedi tak dostavame
1
fi = Ok (Eka + H; By, — §5ik(ElDl + Hsz)> — O¢(€;1D;jBy) (35)
Za zakladé zkusenosti se zachovanim hybnosti v mechanice kontinua identifikujeme
= DxB (36)
coby hustotu hybnosti elektromagnetického pole a Maxwelluv tenzor
1
Tix = EiDy+ H;By — §5ik(ElDl + HiBy) (37)
jako obdobu tenzoru mechanického napéti, coz znamend, ze udava plosnou hustotu toku zmény hyb-
nosti. Specidlné u staciondrnich poli m4 tato veli¢ina vyznam plosné hustoty sily (tedy tlaku) jimz nitky

elektromagnetického pole tahaji za nédboje.
S pouzitim téchto veli¢in dostavame zakon zachovani hybnosti ve tvaru

9, <ﬁmech(V)+ /V §dV) - ?ZVT.M (38)
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Pozn. V zdkonu zachovani energie, kde vystupovala ¢asova derivace soucinu H.B , jsme ptredpokladali
prostiedi linedrni a nedispersni, kdy tatdz permeabilita plati ve vSech casech (a tedy i pro pole vsech
frekvenci). Pii dpravéach vedoucich k Maxwellovu tenzoru se provadéjf prostorové derivace tohoto souéinu
a vyuziva se predpokladu o linedrnim a homogennim prostiedi, jenz vede na rovnost By0; Hy, = %BinH k-
V nehomogennim materidlu bude na mista ménici se permitivity, ¢i permeability, presnéji na zde se
nachéazejici vazané proudy a naboje pusobit nenulova sila. V takovém piipadé je nejjednodussi uvazovat
véazané proudy a ndboje za volné, jenz se nachézeji v prostiedi s materidlovymi konstantami vakua.

Ve vakuu je

g»:ﬁx.BH:E(),U,()Eﬁ:Xﬁ:*S, (39)

tedy hustota hybnosti je svdzana s tokem energie.
Piiklad. Uvazujme bodovy ndboj nachazejici se v homogennim poli E°. Elektrické pole v okoli ndboje
je popsano superpozici obou poli

@ T LB,

B - B 1B -
+ 47eq 3

Maxwelluv tezor mé tvar
1
Ty = (B + E}) (DY) + Dy) — iéik(ElOD? +2E/D| + E/D})
a jeho tok pres sféru se stfedem v pocatku, kde sidli uvazovany nédboj po spocteni

]fEEngSk = fE,SDQdSi = fE}D,ﬁdsk = ?{E;D;dsi =0,

% EYDLdS, = E? f DidS, = QE?
fﬁlﬁo.dg = fﬁlﬁo.dg = gﬁofco& 0ds) | Y{EO.E%@ - g%EO.aadQ = gﬁoj{coﬁ )
vy vy T

vychézi F = QEP.

Hybnost elektromagnetického pole jsme jiz jednou potkali. Pfi odvozovéani silového pusobeni mezi
dvéma proudovymi smyckami se ukazalo, ze princip akce a reakce je splnén jen pokud proudy smyckou
jsou staciondrni. Budi-li proudovy element J' ve svém okolf magnetické pole, je sila na jiny proudovy

element J
o = (po g T—T o (o 7 T—T po T—7" 7 7
F =J J — | = J |- | =] J.J . 40
. (47r . |F—r"’3) (4w |F—F’3) <4w |F—F’|3> (40)

Zatimco ¢len Umérny J.J spliiuje princip akce a reakce, prvni ¢len ne. Jeho puvod souvisi pravé s
hybnosti elektromagnetického pole. Uvazovany proudovy element J nespliiuje podminku stacionarity. V
nel]ednodussun priblizeni jde napf. o dvojici navzajem se pohybujicich néboju jejichz proudova hustota
J mé nenulovou divergenci, a tak ¢len 9,D je nezanedbatelny Proto, at jiz budeme pouzivat jakykoliv
model proudoveho elementu J v téméi homogennim poli B’ vzdéleného proudového elemntu J J' znamend
nestacionarita j potfebu zapocist i hybnost elektromagnetického pole v blizkost J.

Pro moment sily reprezentovany antisymetrickym tenzorem

M;; = /(l”ifj —z;fi)dV (41)

dostavame na zakladé tprav
zif;j —xifi = 2i0kTjk — 20u(€jimDiBp) — ;08 Tik + 20 (€itm DiBm) = (42)
= Oc(iTjr — 2;Tik) — OriTji + Ok Tie — O¢(Ti€j1m D1 B, — Tj€itm Dy Byy) (43)

opét rovnici kontinuity, pokud piedpokldddme, ze Maxwelluv tenzor je symetricky. Po zizeni s ey
dostavame zdkon zachovani momentu hybnosti
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