Poznamky k prednasce Klasicka elektrodynamika
Elektromagnetické viny

Skalarni vlnova rovnice - opakovani

Rovnice )

je tzv. vinovéa rovnice. I kdyz je na pravé strané této rovnice nula, ma tato rovnice nenulové feSeni. V
teoretické mechanice jste probrali jeji jednorozmérnou verzi a seznamili jste se s feSenim ¢asového vyvoje
kmitan{ struny. Ve tfech dimenzich je tentyz problém feSeni vlnové rovnice na omezené oblasti popsan
strucéné takto:

u(@,t) =Re Y U fol&)e ",

Afn(Z) = 7kifn(f)a wn = cky,

kde U, jsou amplitudy (komplexn{ kviili zapocteni fize) n-tého médu. Casovy pribéh je harmonicky, oviem
jeho zavislost na prostorové souradnici je uréena funkcemi f, (Z). Jsou to vlastni funkce Laplaceova operatoru
pii vhodné okrajové podmince, kterd zaru¢i uplnost a realnost spektra vlastnich hodnot a frekvenci. Ackoli
jde o matematicky problém, je zde mozno uplatnit fyzikaln{ intuici, garantuj-li hrani¢ni podminky zachovani
energie viny, musi se funkce u(Z,t) vyvijet jako superpozice oscilaci. (Tyto vlastn{ funkce jsou feseni Hel-
mholtzovy rovnice a piiklady hrani¢nich podminek a prislusnych vlastnich funkei budou néasledovat v ¢asti
vénované Helmholtzové rovnici.)

Vlnova rovnice se nicméné jmenuje vinova kvili jiné tiidé feSeni. D’Alembertrovo feseni méa v jedné
dimenzi tvar

u(z,t) = gz — ct) + h(z + ct),

a piedstavuje iplné feseni vinové rovnice (9., — ¢~ 20y )u(x,t) = 0 pro = € IR, tedy, kdyZ nejsou piftomny
odrazy na koncich struny.

Ve tfech dimenzich se toto feseni vyuzije pro konstrukci tzv. rovinné viny. Nyni je

u(@,t) = g(i - & — ct), (2)

opa¢ny smér §ifeni dosdhneme zménou sméru jednotkového vektoru @ — —7i. Dulezité je, ze funkce jedné
proménné g muze byt libovolnd. S ménicim se ¢asem dé (2) tentyz tvar ovSem posunuty o vektor 7ict oproti
t = 0. Odsud vidime, ze jednotkovy vektor 7 uddva smér a c rychlost sifeni vlny. (Ne uplné kazdd funkce
g(s) ovéem svym tvarem piipomind vlnu, porovnejte napi. e® oproti e=** nebo cos s.)

Za zminku stoji, ze ve tfech dimenzich piedstavuji funkce r~1g(r F ct) sféricky symetrické rozbthavé
(sbihavé) feseni vlnové rovnice. V elektromagnetismu ale nabyva sférickd vlna mnohem komplikovanéjsi

tvar, protoze potfebujeme transverzalni vektorova pole.

Maxwellovy rovnice jako vlnova rovnice pro pole

Jiz jsme vidéli, ze zejména v Lorenzové kalibraci lze Maxwellovy rovnice chapat jako sadu vlnovych rovnic.
Vlnovou rovnici lze ale sestavit i pro E nebo B. Snazs{ je druhy piipad (protoze div B = 0):

—AB = rot rot B = rot (uoj'—i— 0_2(“),55) = porot f+ ¢ 20,rot E= Lorot f— 0_28tt§, (3)

tedy
(A= c%0y) B = pgrot J, (4)
div B =0. (5)

Elektrické pole lze ziskat vyfesenim Maxwellovy rovnice pro OE s prislusnou pocatecni podminkou splaujici

vvvvvv

. .1
(A - szatt) E=pgd j+ %VP- (6)

Beze zdroju pak v obou piipadech dostaneme sadu vlnové rovnice pro pole doplnénou o vazbu v podobé
nulové divergence.



Rovinna elektromagneticka vina

V Maxwellovych rovnicich vystupuji vektory. Oproti velmi snadnému vypoctu Af(7 - &) se véci ponékud
zesloziti.

Maxwellovy rovnice piredstavuji v Lorenzové kalibraci vlnovou rovnici pro oba potencialy. Mezi nepfebernym
mnozstvim feSeni vinové rovnice vynika svoji jednoduchosti tzv. rovinnd vlna. Na ni uvidime, ze splnéni
vlnovych rovnic nestaci. Jak vime, Maxwellovy rovnice davaji volnost jen virové slozce obou poli a tak
urcuji, jak uvidime, ze vInéni je p¥icné.

Na zakladé poznamky o Siroké moznosti volby Lorenzovsky kalibrovaného potencialu bude rovinna elek-
tromagnetickd vlna uréena jen vektorovym potencidlem

AFt) = @aAF—ct), a ®Ft)=0. (7)

.
Samoziejmeé, to ze jsme A zvolili ve tvaru rovinné vlny automaticky zarucuje, ze zvoleny potencidl spliuje
vlnovou rovnici

-1 9o (
AA—C—QOttA = |a|*a" - a’” =0, (8)

pokud velikost vektoru 77 urcujicitho smér $iteni viny je jedna.
Lorenzova kalibra¢ni podminka vyzaduje, aby
. e ]- p—
div A + gatfl) = Oia;(ngry —ct) = nsa; =03 = 0, (9)
kde @’ predstavuje derivaci podle parametru vektorové funkce jedné proménné d. Integraci této podminky

dostavame, ze pokud @ = 0 nebo d.7i = 0 aspon v jediném bodé prostoru, musi pak jiz v celém prostoru
musi platit

A =0. (10)

Pokud spocteme
E = —9,A ca’ (11)
B=-VxA = qdxa, (12)

vidime, ze v kazdém bodé prostoru jsou 7i, E a B na sebe navzajem kolmé a plati ¢B = ii x E. Tato iméra
mezi elektrickym a magnetickym polem obsahuje jako koeficient smér Siteni 7. Proto, pokud je elektromag-
netické pole superpozici rovinnych vin vice sméru, tento vztah nemusi platit. Napiiklad u nejjednodussi
verze stojatého vinéni jsou sméry dvou harmonickych rovinnych vin opa¢né a magnetické pole v daném
misté vymizi pravé v okamzicich, kdy je elektrické pole maximalni a naopak.

Pozn. Mluvime o rovinné vlné proto, ze mista, kde E aB nabyvaji stejné hodnoty, tedy mista kde
parametr 7.7 — ¢t nabyvéa konstantni hodnoty, jsou urcena rovnici 7.7 = konst., coz je rovnice roviny.
Maxwellovy rovnice tedy zaroven uréuji analytické (jde o vlnéni{) i algebraické vlastnosti feseni (vlnéni je
pricné).

Smeér vektoru E charakterizuje polarizaci viny. Pokud je neménny, mluvime o linearn{ polarizaci. U viny
harmonického prubéhu se zavadi téz kruhovd piip. eliptickd polarizace (viz optika).

Pro rovinnou vlnu je snadné spocist jak hustotu energie

1 - 1 = 1 -, _,
w = =€ E2+7B2 = =€ (E2+CQB2) = 6002|6/|2, (13)
2 €00 2
i Poyntinguv vektor
- 1
S = ca'x (ma’) = Zj@'Pi = we. (14)
Ho Ho

Tuto tmeéru lze chépat tak, ze rovinnd vlna pfedstavuje transport energie w rychlosti ¢ = ric doprovazeny
hybnost{ elektromagnetického pole § = wii/c.

Rovinna harmonicka vlna

Pro



Za pozornost stoji, ze predepsani prubéhu elektromagnetického pole ve tvaru rovinné monochromatické
viny

E(7,t) = EeiF=e 3(7,t) = Be!(Fr—0) (17)
umoziuje vyuzit faktu, ze (ovéite sil) V.(Eei®M) = (ik).(EelFM) a V x (EeiEM) = (ik) x (Ee!ED). Proto
pro harmonickou rovinnou vinu méame

I R - 4
VXB:cjatE 'kaBzng (18)
V xE=-0,B ik x E = +iwB (19)
V-E=0 ik-E=0 (20)
V-B=0 ik-B=0 (21)

Po zkrécen{ faktoru ¢'(F7=<%) dostaneme podminky transversality
k=0, Bk=0, (22)
dispersni relaci

w? = ?k? (23)

a souvislost sméru §ireni viny 7 = E/ |I;| a poli (zde se vracime zpét od amplitud k polim, plat{ samoziejmé
oboji)
¢cB=7nxFE, FEF=-fixcB. (24)
Hodnota elektrické a magnetické slozky hustoty energie této elektromagnetické viny byla stejna a tak

- 4 = = o w
w=el|E?, S=ExH=icw, §G=DxB=i—. (25)
c
Tyto vztahy si vykladdme, jako ilustraci pfenosu hustoty energie w a hustoty hybnosti (% ¢) v poli rovinné
viny.

Elektromagnetické harmonické vlny na rozhrani prostiedi

Chovani elektromagnetické harmonické viny na rozhrani prostiedi jste si vysvétlili v optice. Pfipomene si,
ze v optice se uvazuji zejména prostiedi s pu, = 1, takze index lomu je dén relativni permitivitou prostredi
n = /€. a kompletné urcuje smér i amplitudy proslé a odrazené viny. Pro naSe potifeby pochopeni tohoto
jevu nebudeme nezbytné predpokladat u, = 1.

Nejprve si pripomenme, ze rozhrani je plocha a splnéni rovnic pozadujeme v kazdém bodé rozhrani. Pro
rovinnou harmonickou vlnu a rovinné rozhrani to dd podminku na thly odrazu a lomu. Pfi jejich splnéni pak
spravné spojitd pole v jednom bodé vykazuji tutéz vlastnost podél celého rozhrani (jde o spoleény faktor
eik\\'f). Komplikace nastdva v pripadé totalnitho odrazu nebo napt. plazmy, kde se vlna s danou frekvenci
nemusi mit dovoleno §ifit, presnéji EH je nutno doplnit komplexnim k. tak, aby vysledny vektor spliioval
disperzni relaci daného prosttedi.

Jakmile médme vyfeSeny uhly a piipadné zminéné komplikace, ma pole podobu superpozice zndmych
feSeni do kterych dosadime libovolny bod na rozhrani a zkoumame splnéni spojitosti elektromagnetického
pole, tedy polni problém piechazi na soustavou algebraickych rovnic. Na jedné strané rozhrani mame pole
dopadajici a odrazené, na druhé strané rozhrani pole proslé. Obvykle povazujeme za zndamé pole dopadajici.
Po dosazeni vlastnosti prostfedi mame tedy Ctyfi neznamé veli¢iny, polni rovnice ale pfi znamé fazové
rychlosti vlny ¢ a sméru jejiho Siteni umoznuji nalézt napt. magnetické pole z pole elektrického. Tak ndm
zustavaji neznamé jen vektory elektrické intenzity odrazené a proslé viny. Pro Sest slozek téchto dvou vektoru
mame spravny pocet rovnic vyplyvajici ze spojitosti te¢nych slozek E,FI a normalovych slozek 5, B.V
pitipadé odrazu na dokonalém vodi¢i mame sice jen pole odrazené, zbyvajici stupné volnosti potfebné k
vyfeSeni rovnic nyni ale predstavuji plosné ndboje a proudy na povrchu vodice.

Telegrafni rovnice

Budeme uvazovat piiéné viny V - E = 0, kdy (6) dava

1 0%\ = d -
A——— |E=puy—j 26
( 2 8t2> Ho F) e (26)
a po uvazeni ohmické vodivosti f: 75 ziskame telegrafni rovnici

0 1 0%\ =



Nez prikroc¢ime ke studiu této rovnice z hlediska sifeni vin, stoji za zminku pfipomenout jeji podobnost
s rovnici tlumeného harmonického oscilatoru. Tato analogie plati tehdy, kdyz okrajové podminky zajistuji,
ze mame co do ¢inéni se stojatymi vlnami. To nastane za situace, kdy AE = —k?E a tedy prostorovy
prubéh E je vlastni funkci Laplaceova operdtoru. Rovnice pro amplitudu £ takového stojatého vlnéni ma
pak jednoduchy tvar

1. .
0—25 + poyE + k*E=0. (28)

P1i nulové vodivosti tato rovnice popisuje harmonicky oscilator s frekvenci ck a detailnéji se mu budeme
vénovat v posledni ¢asti této prednasky. Kdyz « > 0 a vlnova rovnice piejde na rovnici telegrafni a evoluéni
rovnice (28) vede na v Case exponencidlné tlumené oscilace elektromagnetického pole v dutiné vyplnéné
vodivym prostiedim.

Rovnice (27) se z historickych duvodu nazyvé rovnice telegrafni, jeji sprdvné chépani totiz ucinilo z W.
Thomsona lorda Kelvina a nejspi§ nejbohatsiho fyzika své doby. Nejen proto neni bez zajimavosti, jak se
tato rovnice objevi pii studiu &ffeni signédlu podél fenomenologicky chdpaného elektrického vedeni. Necht
jeho parametry na jednotku délky jsou: Kapacita Cy, indukénost Li, odpor R; a svod G;. Rozdélime-li
vedeni na kousky délky dz pak pro kazdy kousek plati L = Lidz, C = Cy1dz atd. Pro napéti ve vedeni
muzeme psat

0 0
Un - Un+1 = (R + L&)In+l = dZ(Rl + Ll &)In+1 (29)
a pro proud podél vedeni
0 0
I, — I = (Gﬁ—Cf)Un = dZ(G1 +le)Un (30)
ot ot
a tedy po vydéleni obou rovnic délkou tseku vedeni mame
ou 0
— = —(Ri+L1—)I 31
0z (Fy+ In 815) (31)
ol 0
— = —(Gi+Ci==)U 32
S = GG, (3)
kde jsme pouzili pfiblizeni U, — U, 41 = fdz%—g. Zderivovanim prvni z rovnic podle z a naslednym pouzitim
druhé rovnice dostavame
02U 0*U ou
— - 1[1C1— — Ci+ L — - =0.
922 1C4 o2 (Rl 1+ 1G1) ot RGU =0 (33)
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Obrazek 1: Ndhradni schéma krétkého tseku dlouhého (koaxidlniho) vedeni se spojité rozlozenymi parame-
try.

A7z v oddile o TEM vlnéach zjistime, ze podél dokonalého vedeni konstantniho prufezu se vlny sifi rychlosti
svétla ¢, porovnanim s touto rovnici zjistime, ze L;C; = 1/¢2. Podminkou je, aby proudy ve vedeni tekly
po povrchu, coz pro idedlni vedeni je jasny dusledek skinového jevu.

Pouzitim pfredpisu

E’ _ g’ei(E.F—wt) (34)

prejde telegrafni rovnice na disperzni vztah
2 | W
—k* + 2 +iwypo = 0 (35)

Ten lze chapat jako rovnici pro komplexni proménné k a nebo w. Nejuzitecnéjsi je piipad, kdy w je realnéd
frekvence urcend harmonickym zdrojem s pevnou amplitudou, zatimco viny se §ifi s komplexnim vlnovym

vektorem
- 2 X\’ 2
Fo=iog14i87 = g2 i (2%) 0 6=, (36)
c w c 216 Loyw




kde 4 je hloubka vniku (elektro-)magnetického pole do vodivého materidlu dle skinového jevu. V optice se
studuje dopad elektromagnetické viny na rovinné rozhrani mezi vakuem a vodivym materidlem. Zatimco
ve vakuu dopadajici i odrazend vlna vykazuje netlumené Siteni s redlnym vlnovym vektorem k = ftw /e,
prochazejici vlna je charakterizovdna vyse uvedenym komplexnim vlnovym vektorem. Zajimavé jsou dvé
limity, A > ¢, kdy jde vlastné o skinovy jev a piipad A < ¢, kdy je vlna tlumena jen pomalu. Tehdy s
pouzitim /1 + x ~ 1 4+ /2 méme

. 2 . 2
K7~ 71+ 30#707) = A <1+; ( Ag ) > (37)

a tedy

ei(E.F—wt) ~ eilT—ctiw/e o~ cpoy/2 (38)
Faktor e~ ¢#07/2 uréuje, na jaké charakteristické vzdalenosti je uvnit# (7.7 > 0) vodivého materidlu vina
utlumena.

Plasmova frekvence

.....

Predpokldddme, Ze v prostfedi jsou s koncentraci m piritomny ndboje ¢ s hmotnosti m,, ovSem jsou
vyvéazeny stejné koncentrovanymi nehybnymi naboji opatného znaménka. Budeme predpokladat, ze uvazované
ndboje nevytvéreji podstatnou ndbojovou hustotu (pouzitim Gaussovy véty lze vidét, ze tedy potiebujeme
také predpoklddat pritnost uvazovanych elektromagnetickych vin). Pohybova rovnice pro zrychleni ¢dstice
pod vlivem elektrického pole ma tvar

my 0 = Eq . (39)
Pripomenme si zde, ze v ramci Drudeho modelu
ER =
Mg (v + TU) = Eq. (40)

lze porozumét Ohmovu zdkonu jako disipaénimu jevu, kde se elektrony brzdi s charakteristickou ¢asovou
konstantou 7 — pti malych frekvencich Ize zanedbat akceleraci a pozorujeme timéru mezi elektricky polem a
proudem.

Déle popisované chovani plasmy pak odpovida situaci, kdy tento ¢as je mnohem delsi nez frekvence a
jejich koordinovany pohyb nosi¢u nédboje vytvaii proudovou hustotu

j = ngv, (41)
a misto obvyklého Ohmova zdkona je prava strana rovnice (26) ddna vztahem

d- Hong® =

—j = E 42
Hoge! my (42)
a nehomogenni vlnové rovnice (26) poté piejde na rovnici
19 pong®\
A——=——— E=0. 43
( 2 O0t? my (43)

Té po ndhradé A — —k? a 9%/0t> — —w? odpovid4 rovnice

w2 w2 —
(—k2 + 672 - Cfg E= (44)
a tedy dispersni vztah
2 2 2 2
w® —w n n
k2 — o W2 = 2H M (45)
c? P mg €0Myg

Z tohoto vztahu vidime, Ze prostiedi s ndboji dovoluje sifeni elektromagnetickych vin (k redlné) pouze
nad plasmovou frekvenci, jez roste s koncentraci téchto ndboji. Na Obréazku 2 je vidét jak v prostfedi, v
némz neplati iméra w = ck, dochdzi k rozsitovéani vinovych baliki. Skutecnost, ze na nejvyssich frekvencich
w > wp dodrzuje disperzni relace (45)tuto tmeéru, vede k tomu, ze Cela vln na obrazku se iif stejnou
rychlosti — rychlosti svétla.

Vztah (45) 1ze zapsat také v podobé

w(k) = (/w2 + c2k2. (46)



\

Obrézek 2: Sfieni viny v prostfedi bez disperse a v prostfedi s dvéma riizné vysokymi plasmovymi frekven-
cemi.

Lze si snadno predstavit, ze i u dalsich prostfedi bude vztah mezi frekvenci a vlnovym vektorem odlisny
od w = c|k| a tak se zde budou odlisovat fzova rychlost vy = w(k)/k a rychlost grupové v, = dw(k)/dk
(zvisi-li w i na sméru l_@ je situace jesté komplikovanéjsi). Vyznam téchto rychlosti si ilustrujeme prévé na
prikladé naseho modelu odvozeni plazmové frekvence.

Piedpoklddejme, Ze pivodni rovinnd vina e?*(2=vst) = ¢i(k2=wt) yykagujici fizovou rychlost v ¢ (exponent
mé vyznam fdze), kterd puvodné rovnomeérné vyplilovala cely prostor, je nyni modulovana obalkou g(z—wvg4t)
posouvajici se rychlosti vy, takze

E(x,t) = Eg(z — vgt)e* vt (47)

Pro vlnovou rovnici (napf. kdyz w, = 0), kterd nevykazuje disperzi, polozime vy = vy = w/k a dostaneme
d’Alembertrovo feseni. My ovsem piedpokldddme rovnici (43) a dosazenim harmonické vlny s obélkou po
provedni druhé derivace sou¢inu funkci dostaneme

/ 7

(A - g5 “p) Bet) = |( (0 — ) =)+ 20k (¢ = o) & 4 (& = )£ 50

5 =0 (48)

g

Pokud predpokldddme, Ze se obédlka méni na délce podstatné vétsi, nez je vinovd délka 27/k muzeme
zanedbat |g”’|. Splnéni rovnice je pak mozné dosdhnout vhodnou volbou konstant vy a v,. Vyjde

(V)
[ V)

2 _w c 2
VEp=C+ -5 =75, Vyg=-—=¢ 1—

k2 k27 vy w2’ (49)

tedy presné podle navodu vy = w(k)/k, v, = dw(k)/dk. Opét vidime, Ze sifeni vln vyzaduje w? > wfj azev
prostiedi (42) spliiuje rychlost sifeni vinovych balika (informace) vy < ¢, zatimco fdzové rychlost vy > c.

Obrazek 3: Ilustrace vyvoje vlnového klubka s harmonickym pribéhem a obdlkou ve tvaru impulsu v
prostiedi s odlisnou grupovou a fazovou rychlosti.

TEM vlna podél vedeni

Rovinna vlna, lhostejno zda harmonického ¢i obecného profilu, pro nds predstavuje zatim jediné zndmé
reSeni uplnych Maxwellovych rovnic ve vakuu. Kolmo ke sméru siteni je ovsem hodnota poli E a B rovinné
vlny konstantni. Chceme-li nalézt vinu $itici se podél pfimého vedeni tvofeného dvéma vodici, bude se
elektrickd intezita v kolmém sméru ménit a tak ocekdvame

— —

E = &(z,y)eikzwt) (50)



—

V analogii s elektrostatickym polem predpokladdme &(z,y) = V(x,y) (a otekdvame, Ze 1) bude na povrchu
vodi¢i konstantni) a tedy

E = Vi(x,y)elF=—wt) (51)
Nezndmou funkci zna¢ime ¥ proto, ze nepfedstavuje elektricky potencidl (ten napf. Coulombovské kalibraci
vymiz{). Cviceni: Naleznéte A a ® pro uvedené pole.

Obrazek 4: Dva rovnobézné vodice a jejich elektrické a magnetické pole. Silocary obou poli lezi u TEM viny
v roviné kolmé ke sméru $ifeni viny. Jeden z vodi¢u muze obklopovat ten druhy.

Pozadavek divE = 0 ddvé s pouzitim &,.Vi(z,y) = 0 rovnici
Ap(z,y) = 0. (52)

Magnetické pole nalezneme z rovnice ~,B=V x E pii pouziti 0y — —iw

—

B = Ee*z x Vap(x, y)etF==wt) (53)
w

To, ze elektrické i magnetické pole je pticné vzhledem ke sméru $iteni viny vede k oznaceni tohoto pole
— TEM. Takovéto pole automaticky spliuje VB=0az Ampérova zikona BtE = 2V x B dostévéme
disperzni vztah

w? = c2k? (54)
tedy stejnou rovnici jakou mame pro rovinné vliny.

Abychom mohli mluvit o vlnach siicich se podél vodice, musi elektrické pole E~ V1 na povrchu vodice
byt kolmé na jeho povrch. Timto povrchem tedy muze byt libovolnd valcovd plocha ¢ (x,y) = konst. Z
elektrostatiky zname feSeni Laplaceovy rovnice uvniti koaxidlniho vedeni a z matematiky pak konstrukci
potencidlu skrze holomorfn{ funkce popisujici paralelni vedeni ze dvou vodi¢u kruhového prufezu [Kvasnica,
uloha III.16]. Oba tyto pfipady muzeme skrze (51,53) povysit na elektromagnetické pole sifici se podél
vedeni. Vyjme-li z koaxidlnitho vedeni vnitini vodi¢, je piislusné feseni Laplaceovy rovnice ¢ = konst.,
Vi =0 a tedy TEM vilna se nemuze sifit vinovodem.

Helmholtzova rovnice

VlInové rovnice ve frekvenénim obraze, tedy po nahrazeni 9y — —w?

(A + jj) u(@ w) =0 (55)

se jmenuje po Helmholtzovi. Pokud by na pravé strané rovnice vystupoval zdroj vinéni, $lo by o tlohu
pfi niz bychom hledali sifeni vin dané frekvence na néjaké oblasti. Homogenni verse Helmholtzovy rovnice
predstavuje ilohu na hledéni vlastnich funkci a vlastnich hodnot Laplaceova operdtoru na néjaké oblasti
za danych okrajovych podminek. Ty pfi hledani feSeni homogenni Helmholtzovy rovnice hraji klicovou roli
a 1zce souvisejl s tim, jaky fyzikdlni problém Fesime. Pokud u(Z,w) pfedstavuje vychylku membrény tvaru
Q, je obvyklé predpokladat, ze na kraji Q2 membrény je vychylka nulovd (v analogii s membranou bubnu).
Reseni Helmholtzovy rovnice v tomto piipadé mé pro obdélnikovou membranu = € (0,a), y € (0,b) tvar

u(z,y) = uo sin(gmx) sin(%ny) ) w:;” = (mﬁ>2 + (nﬁ>2 (56)



zatimco pro kruhovou membranu o poloméru a

2

2 (57)

w

U(Ta ¢) = UOJm(kan)eim¢ )

kde k., se voli tak, aby na okraji membrény r = a vymizela Besselova funkce J,,(kn,ma), tzn., ze soucin
akpm nabyva hodnoty n-tého kotene funkce J,,. Protoze tyto funkce predstavuji téz amplitudu stojatého
vlnéni ¢tvercové a kruhové membrany, lze jim dobfe porozumét jsou-li znazornény graficky, jako napf. na
Obrézku 5, kde je jasem zndzornéna amplituda stojatého vinéni. Vidime, Zze pocet uzlu v obou smérech je
dan indexy m a n.

Obrézek 5: Piiklad stojatého vinéni membrény obdélnikového a kruhového tvaru.

Hledéni vlastnich funkci operatoru jako je ten Laplaceuv je dulezitou partii matematiky a ukazuje se,
ze klicovou roli hraji okrajové podminky. U vlnéni membrény (a také struny s pevnymi konci) jde o tzv.
Dirichletovu hraniéni podminku u(092) = 0. Budeme-li zkoumat §ifen{ zvuku v objemu s pevnymi sténami,
zjistime, Ze rychlost tekutiny (pfesnénji zrychleni, ale to pro v ¢ase harmonické prubéhy neni tieba pfilis
odlisovat) je imérnd gradientu tlaku. Popisuje-li tedy sifeni zvuku vlnova rovnice pro skaldrni veli¢inu (tlak)
je hrani¢ni podminka takova, ze derivace tlaku na hranici musi k ni byt tecna — te¢nd musi byt totiz rychlost
tekutiny u stén nddoby. Napiiklad v dutiné tvaru kvadru z € (0,a),x € (0,b),z € (0,¢) mdme pak vlastni
funkce (a pfislusné rezonanéni frekvence)

2
™ m ™ Winn, ™2 T 2 T\ 2
u(z,y,2) = ug cos(gmx)cos(gny) cos(ng) , 2 1 = (mg) + (ng) + (qz> (58)

Podminka 77.Vu(9€) = 0 se nazyvd Neumannova hrani¢ni podminka.

Tyto odstavce maji za cil pfipomenout jisté partie mechaniky a souvisejici oblasti matematiky, predevsim
ale maji ilustrovat skutec¢nost, ze feSeni homogenni Helmholtzovy rovnice predstavuji stojaté vinéni. Frek-
vence stojatého vinéni v ruzné tvarovanych dutindch a membranach pak velmi souviseji s vlastnimi funkcemi
Laplaceova operatoru na dané oblasti za konkrétnich okrajovych podminek. Pro komplikovanéjsi tvary ob-
last{ casto neni mozné presna feSeni nalézt a ptrichazeji na fadu priblizné metody.

TM a TE vlna

Ukazuje se, ze z feSeni skalarni Helmholtzovy rovnice lze zkonstruovat vektorova pole EaB splnujici bez-
zdrojové Maxwellovy rovnice uvniti vlnovodu konstantniho prufezu. Zatimco u TEM vlny jsme potiebovali
dva vodice, aby se podél vedeni mohla sifit elektromagneticka vlna, ve vlnovodu, pokud ma dostatecné velké
rozméry staci jen vnéjsi ¢ast a uvniti takového dutého vodice se vlna §iti. Na rozdil od TEM viny je jen
jedno z poli transverzalni ke sméru §iteni. Proto mluvime o TE a TM vlnéch.

V obdélnikovém vlnovodu lze v nejjednodussim piipadé takové pole chépat jako superpozici dvou ro-
vinnych vin odrazenych od stén vlnovodu, pficemz sméry Sifeni téchto skladanych vin zajisti, Zze na sténach
vlnovodu vymizi teénd slozka E a normalova slozka B. (Viz cvicent.)

Elektromagneticky rezonator

Podobné jako zvukové viny v uzaviené dutiné, mohou i elektromagnetické vlny vytvorit ve vodivé dutiné
stojaté vinéni. Pro jednoduchost budeme uvazovat duty vodi¢ konstantniho profilu. Ten tvoii vlnovod délky
h, jenz je na obou koncich uzavien kolmou vodivou rovinou. Okamzité vidime, ze vhodnym slozenim TE
resp. TM vIn stejné polarizace ale s opacnymi vlnovymi vektory k; = —ko, jimz kvili piftomnosti k? v
disperznim vztahu ptislusi tatdz frekvence, dostaneme stojaté vinéni. Proces je totiz naprosto tentyz jako

v pifpadé stojatého vlnéni struny. Protoze pro TE i TM vlnu ve vlnovodu plati k2 = "2—22 — A2 a zdrovei



pricna slozka elektrického pole stojatého vinéni podél vinovodu musi na koncich mit uzly, vychazi, ze soucin
kh = gm musi byt celo¢iselnym nésobkem =, tedy w? = ¢2 ((qm/h)* + A?). Pouzijeme-li vztah (58) pro
obdélnikovy vlnovod A2 = (mw/a)® + (nm/b)* dostaneme

e () 05)" () 2

kde alespon dvé z celych ¢isel m,n,q museji byt nenulovda — TE vlna potfebuje aspon jedno nenulové,
druhé nenulové potiebujeme na rezonanci podél sméru Siteni této viny. Kvuli symetrii problému jsou ovsem
jednotlivé sméry zaménné a ne nezbytné musi byt ¢ nenulové a souviset s poCtem uzli ve sméru Sifeni.
Detaily naleznete napi. v [Kvasnica).

Nehomogenni vlnova rovnice

Vidéli jsme, ze ve vakuu lze s pouzitim Lorentzovy kalibrace soustavu 4 Maxwellovych rovnic prevést na
soustavu dvou vlnovych rovnic

<A - 0128tt> E(fv t) = 7.“’0‘7(7?3 t)v (60)
(A _ ;aﬁ) B(F,1) = —%5(7?, 0. (61)

Podobné jako tomu bylo v elektrostatice je mozné hledat feseni téchto rovnic ve tvaru integrélu soucinu
vhodné (Greenovy) funkce soufadnic 7 a 7 a, Feknéme, ndbojové hustoty v bodé 7. Spéchajicimu ¢tenafi
vzhledem k jedinecnosti tohoto feseni doporucujeme pouze ovérit feSeni této rovnice, které nalezneme déle
(71) (viz dulezity piiklad X.1 v Kvasnicové ucebnici) a prejit ve vykladu az k této rovnici.

Pro zvidavéjsiho ¢tenafe zkusime pouzit postup pouzity v Kvasnicové a Zangwillové ucebnici, abychom
vidéli, kde se (71) vezme. I kdyZ je v ¢asové proménném piipadé tento pristup v rozporu se zachovanim
néboje, budeme si Greenovu funkci i v tomto piipadé predstavovat jako feseni polnich rovnic s bodovym
zdrojem na pravé strané.

Pouzivdme-li nasledujici konvenci pro Fourierovu transformaci

1 r —iwt _ 1 r 1wt
f(t)=m/ f(w)e“td, f(w)—m/ F(tyetitdt, (62)

prejde ve frekvenénim obraze ¢asova derivace na nasobeni a z vlnové rovnice dostaneme rovnici Helmholt-
Zovu, napr.
w?\ Lo
A+ 2 (%, w) = ——p(F,w) (63)
C €0
Po vzoru Greenovy funkce pro Poissonovu rovnici rozlozime zdroj na “bodové nédboje*

p(Z,w) = /p(f’,w)é(f— )d3a’ (64)

a budeme hledat potencidl G, (Z, '), ktery kazdy z téchto harmonicky oscilujicich “bodovych nédboju”
(nachdzejicich se v bodé ') budi,

A—s—w—Q G, (Z *’)——lé(*—*’) (65)
=z w(@,T) = 60 r—2).

Resen{ je samoziejmé Greenova funkce a proto feseni pro spojitou hustotu slozime z potencili od jednot-
livych “bodovych nédboju” z nichz spojitou funkei p(Z', w) ,skldddame“

B(F,w) = / (7, w)Go(7, )P (66)

Pro w = 0 pfechazi problém na Poissonovu rovnici a pfislusnéd Greenova funkce je

1 1

T ir|i -2

Go(Z,7) (67)
S vyuzitim transla¢ni symetrie ilohy, muzeme hledat G(Z, ') = G(Z— ") a stejné jako v piipadé w = 0 diky
izotropii d’Alembertova operédtoru predpoklddat zdvislost jen na velikosti rozdilu, tedy G(Z, &) = G(|Z—2"]).
Muzeme tak vzit & = 0 a za pouziti vztahu Af(r) = (rf)"/r psit pror #0

[rGu ()] + 55 [rGu(r)] = 0.



Tato homogenni diferencidlni rovnice (ano, opét mame rovnici pro harmonicky oscilator), ma samoziejmeé
feSeni

[rG,(r)] = Ae™"e" + Be™te", (68)
Konstanty A, B zvolime A = 1/(4w), B = 0 pro jedno a A =0, B = 1/(4m) jako druhé nezdvislé feseni. Tém
po dosazeni r = |# — &'| odpovida

1 e:l:zﬁ|z 7|

Go(3,7) = (69)

ar |EF-7|
Prechodem k casovému obrazu vidime, ze eFie |z prejde na et e EIT-T—wt] o tedy £+ odpovida viné
odchézejici z (resp. prichédzejici do) mista 7. Zvlasté v technickych vypoctech, kdy pro zdroje predpokldddme
harmonické casové zavislosti, muze predstavovat tato Greenova funkce vlnové rovnice vychozi bod vypoctu.
Pro porozuméni povaze feseni nehomogenni vinové rovnice ale prevedeme tuto funkci zpét do ¢asového
obrazu.

Nésledujici vypocet ukazuje, ze frekvenéni obraz funkei fo(t) a funkce fo(t F 7) posunutd v ¢ase o Fr
se ligf prave faktorem e*™7 a tedy specilni tvar zavislosti Greenovy funkce (??) na w odpovidd posunuti
v Case:

f(w) = fo(w)eFw™ = f(t) = \/12?_ / fo(w)eTwTe™@tqy = \/12?_ / fo(w)e @ F D dy = fo(tFT). (70)

Pro naSe potieby budeme uvazovat jen retardovanou Greenovu funkei kterd da pole jako superpozici zdroju
|Z—a]

v difvejsich céasech ¢ =t —
—r
\

—'/ t_ ‘4 xr i
@(f,t):/p(f’,t)Gw(f,f’)dgx’: ! /p( | =) (71)

4rreg T -7

Opacnd volba znaménka t' = ¢ + Lf/‘ by vedla k advanceovanému feSeni vlnové rovnice. Jakakoli vhodné
normovand linearni kombinace retardovaného a advanceovaného potencidlu spliiuje puvodni nehomogenni
vlnové rovnice. Pokud ale nemame zavazné duvody ¢init jinak, bereme vzdy za feSeni potencidly retardo-
vané, a naboje chapeme jako zdroje a pticinu pole. Jakkoli vzorce s retardovanym zdrojem vypadaji velmi
podobné vztahum z elektro-magneto-statiky, je pro konkrétni zdroje zavislé na Case Casto tézké spocist
jiz jen retardovany Cas, natoz piislusny integral. Pro praktické vypocty se tak ¢asto musime pfejit do frek-
ven¢niho obrazu (napf. predepiseme harmonicky prubéh proudu v anténé vysilajici elektromagnetické viny).
Pro pohybujici se bodovou ¢éstici 1ze ale uvedené potencialy spocist, jak ukazali Liénard a Wiechert ~ 1900.

Vzdalené pole lokalizovaného zdroje

Jednim z vysledku nalezenych pii studiu statickych a kvazistaciondrnich poli lokalizovanych zdroju bylo,
7e |E| < 1/r? (elektricky monopdl i ¢asové proménny magneticky dipdl) a |H| < 1/73 (dipdl). Pro takové
zdroje klesa elektromagnetické pole se vzdalenosti natolik rychle, ze tok Poyntingova vektoru v nekoneé¢nu

I, = ?{(Exﬁ)-dé

00

je nulovy.

Jedinou variantou, jak ziskat elektromagnetické pole odpoutané od zdroje a odnaSejici energii do ne-
konecna je piipad, kdy E i H budou ubyvat jako ~ 1/r. Protoze daleko od zdroje mé zarivé pole podobu
rovinné vlny, muzeme se soustiedit na nalezeni érad a elektrické pole spocist Erad = —€, X cérad. Mista,
kde Erad a érad predstavuji prevladajici ¢ast pole oznaCujeme pojmem radiacni zona. To, ze vystacime
piil vypoctu zarivé ¢dsti (vzdéleného) pole jen s uréenim B také znamend, ze zafivé pole je jednoznacné
urceno jen proudovym polem. Uvidime, Ze emisi elektromagnetickcyh vin zapticinuje pravé nestacionarni
cast proudového pole, kterd je skrze zakon zachovani ndboje provazéna s ndbojovou hustotou Kdybychom
tedy provedli pracnéjsi vypocet E = —BtA V®, dostali bychom ne ndhodou praveé Eiad = —€, X ¢Biad.

Zde vyuzijeme toho, ze daleko od centra je 1/|7 — 7| ~ 1/r pomalu se ménici funkce. To ovem neplati
pro j(7',t — |F — #|/c). Zde uzijeme

TP = (=) (= 7) =12 40 2 2)

o =r (1= 27+ R (73)
r =T TQT r 2 =T n-r, n =

=<3y

Proto radia¢ni ¢ast elektromagnetického pole spocteme aproximaci

[F—7"]

g [T

A
A7 |7 — ]
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pricemz jedind ¢ast vektorového potencidlu ~ 1/r je

Aua =420 [37 0= 2= 7)) @™ o1/,
c
Zanedbané ¢leny nemohou pfispét k zarivé ¢asti elektromagnetického pole.

Vypocet rotace je usnadnén tim, Ze do ni vstupuje jedind skaldrn{ funkce prostorovych souradnic r—7-7",
pricemz Vr = @ zatimco V(7 - ') = O(1/r) se po vyndsobeni 1/r pfed integralem stane v radia¢ni zéné
zanedbatelné. Tak dostaneme s pouzitim V x U(|F]) =7 x U’

, - . N N 1 =
- - 25
CBrad =-—nX atArada Erad =-—nX CBrad» Srad = ch |Brad| n. (74)
0

Odsud pak dostdavame vyzafeny vykon do daného sméru

dP o & r2 - 2
— =75 = — |7l X 01 Asa
ds) IS cponx t4hrad

Vyzatrovani urychleného naboje

Jednim z klicovych poznatku elektrodynamiky je fakt, ze urychlené nédboje vyjadiuji elektromagnetické
viny. Nezrychleny, tedy rovnomérny pohyb je podle STR pouhou Lorentzovou transformaci pole statického
bodového nédboje a tedy jeho E, B nemé radia¢nf ¢dst.

Pro pomalu se pohybujici naboj

- 1 (-, 1 oL 1 . 2y, .
Arag = Z—;)_;/](T/,t— E(T*n'rl)) dT,B = %;/Q’U(tret) 5(3)(7“'77’0(1%%)) dr’g

kde L
|7° — TO(tret)|

tret =1 —
predstavuje rovnici definujici zavislost tyet (t).
Pokud bychom uvazovali jen pomalu se pohybujici ¢astici, mohli ziskali bychom

(75)

Poznamka: Tento vztah nam dale vystaci, ale jako zajimavost si ukazme, ze spravné spoctend /Ymd ob-
sahuje relativistické ¢leny zahrnujici 8 = @/c. Ty jsou velmi dulezité, pokud zkouméme vyzarovani rychlych
naboju. Odvozeni tohoto ¢lenu (nezkousi se) ziskdme pfepsdnim 3-rozmérného integrdlu do 3+1 vlozenim

—/ —

jedné integrace, ktera zjednodusi argument 64 (7" — 7 (e (7)) na 63 (7 — 7 (¢')). Tim se stane tento
argument trividln{ funkef 7/ a lze integraci [ ... d*r’ snadno provést:

/ Btrer) 5O (7" — Fo(tren (7)) dr'® = / F(t') 6D (F — Fo(t')(E — tree) ! dr’® = / B') 5 — tr) dt’

Fakt, ze retardovany Cas zavisi na 7 a t se nyni vyskytuje jen v argumentu jednorozmeérné J-funkce a
piislusny integral lze spoc¢it za pouziti vztahu §(f(z)) = 1/|f'|0(z — x0), kde o je kofen f(x). Argument
nasi d-funkce ma pro podsvételné ¢astice pravé jeden kofen dany prusecikem svétocCary Castice a minulého
svételného kuzelu udalosti (¢, 7)) derivaci f/(z) ziskdme derivaci implicitniho vztahu

t — tret =0
ktery da
d |'F To (tret)l dtres > o dtret > o
dt/(t’—tret— =1- o (1-73-n) o =1/(1-3-7),
tedy
1
(' — trer)dt’ = 7 S(t" — tret)dtret
dtret
tak mame
1= 1o qU
a dmr 1 — ﬁ n t=tper ’

kde rychlost ¥ = cﬁ i smérovy vektor 7 nabyvaji hodnotu v retardovaném ¢ase. (Konec pozndmky:.)
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Pokud se déle soustiedime na |3| < 1 a tedy dteq/dt = 1 dostavéme tvar (75), ze kterého snadno
nalezneme

Cérad = _Mﬁ X 67 Erad = M’ﬁ: X [7’_7: X CT] .
4dmr 4dmr
Zavedeme-li uihel 0 tak, aby 77 - @ = acosf vyjde pak
AP pog® Lo . o
a0 = 16z S0

Uhlové integrace pak da celkovy vyzaieny vykon pomalu se pohybujicim ndbojem

1 2 22|12
P gl
4meg  3c3
protoze [sin(f)2dQ = 2 4m. Tento dilezity vysledek se nazyvé Larmorova formule (1897). Nezahrnuje

specialné-relativistické efekty, které se projevuji m.j. vysokou mocninou faktoru 1 — 8 - 7 ve jmenovateli a
vedou k preferovanému sméru vyzafovani 7.

Sila pusobici na vyzarujici castici
Zatimco pole v radia¢ni zéné ma docela prehledny tvar
S =ciw(,¢) = ciiw(i) (76)

v blizkosti zdroje zafeni je tvar Poyntingova vektoru velmi komplikovany. Kdybychom dokazali nalézt pole
v blizkosti zdroje spliiujici piislusné okrajové podminky (obvykle tam jsou néjaké vodice), dokdzali bychom
urcit kolik z energie pfivadéné, feknéme do rozlehlého deskového kondenzatoru se mota v jeho okoli a slouzi
jen k vyrobé blizkych poli (jalové proudy) a kolik energie systém opusti a v podobé zdfeni odleti pryé. Nalézt
takové feseni lze v podstaté ale jen pro nejjednodussi problémy a to jen za silné omezujicich predpokladi,
napf., ze rozméry museji byt mnohem mensi, nez uvazovana vlnova délka. To znamenad, ze tieba rozlozeni
poli v okoli antény je analyticky nezvlddnutelné, protoze dobra anténa nemuze byt mnohem mens$i nez
vlnova délka.

Podobé je ale velmi komplikovany i problém zdénlivé nejjednodussi — energeticka bilance v okoli urych-
lované bodové ¢astice. Duvodem pro to je, ze klasickd bodova ¢éastice je fyzikdlnim obrazem matematického
objektu popsaného §-funkei a prislusnymi Greenovymi funkcemi. Ty maji velmi dobry smysl v rameci linedrn{
teorie svazujici pole a jeho zdroje. Energie a jeji toky jsou ale popsany kvadratickymi vyrazy a tam jistota
s niz pouzivame d-funkce atp. konéi.

Podobné, jako jsme provedli integraci odchazejictho vykonu u dipélu, lze (s trikem, kdy pro integraci
zavedeme okamzité soufadnice tak, ze osa z mif{ smérem okamzitého zrychleni) spocist celkovy vykon,
ktery vyzafuje v dany okamzik ¢dstice s pfedepsanym pohybem Z(t). Vysledny vztah se nazyva Larmorova
formule
1 2423

T dmey 33
To ale vyzaduje, aby na ¢éstici pusobilo odlétajici elektromagnetické pole silou, kterd ji odejme piislusnou
vyzarenou energii. Jeji vypocet vyzaduje pracny vypocet limity, kdy se stdle mensi ¢astice stava bodovou a
jejl pole stéle silngjsi a jeho energie roste nade vSechny meze. Existuje pojem klasicky polomeér elektronu, coz
je polomeér sférické nabité slupky, jejiz energie je ekvivalentni pravé hmoté elektronu. Limita bodové ¢astice
pak vyzaduje pokracovat ve zmensovani a néjak pracovat s energii pole pfevysujici ekvivalent hmotnosti
Castice, energii v limité nekonecénou. Poté, co se vhodnym postupem takového nekonecna zbavime, zbyde
v pohybové rovnici konecnd sila imérnd druhé derivaci rychlosti. My si v néasledujicim zjednoduseném
odvozeni ukazeme, ze pravé takova sila by mohla byt odpovédna za vykon odnédseny elektromagnetickymi
vlnami.

Pro jednoduchost uvazujme nabitou ¢éstici, kterd se nejdiive v ¢asech ¢ < t; nachazi v rovnomérném
piimocarém pohybu, pak na ni chvili pusobi vSelijaké sily, které ji urychluji a brzdi, aby ji nakonec v t > to
ponechaly ve stejném rovnomérném piimocarém pohybu. Takovd ¢éstice podle (77) vyzaii energii

0 2 N 2 t2
E:/ k|o\2dt:k/ o-@dtzk([@-ﬁ} —/ ﬁ-adt>, (78)
—00 tl t1 2t

kde k = (¢*/(6menc?)).
Predpoklddame, ze energii do systému dodava néjaka sila F' pusobici na ¢astici

(77)

E = / F - wdt. (79)
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Protoze okrajové ¢leny jsou za daného pocateéniho a koncového stavu nulové za predpokladu platnosti
zékona zachovani energie dostavame

0:/ (—m5+ﬁ+kﬁ) .7 dt. (80)

coz by mohlo vést k domnénce, ze pohybova rovnice pro nabitou ¢astici musi byt modifikovana do tvaru

—

m(d —ra) = F, (81)

kde 7 = k/m je extrémné kratkd charakteristickd doba, pro elektron je ~ 107245, coz je hodnota odpovidajict
casu, ktery svétlu trva prekonat klasicky polomér elektronu — to pripomind, ze zafeni souvisi s jevem
retardace.

To je ovSem jen stézi prijatelné: (1) je to diferencidlni rovnice tfetiho fadu, (2) ta FeSeni na néz jsme z
Newtonovské dynamiky zvykli se ztraceji mezi velmi osklivymi feSenimi exponencidlné rostoucimi v case,
(3) kdybychom chtéli vybrat mezi FeSenimi to sprdvné (to pozndme podle toho, ze dobfe dopadne — viz nase
podminky na koncovou rychlost ¢dstice) méme jasné nekausaln{ teorii.

Ukazuje se, ze rozumny smysl lze Abrahamové-Lorentzové sile

Firpg = ka (82)

dét, pokud tfeti derivaci polohy chiapeme jako ¢asovou derivaci zrychleni vypocteného z puvodni pohybové
rovnice bez brzdné sily. (To odpovida rozvoji v 7: md = F + 7 d(md)/dt = F + 7 dF /dt. Dalsf ¢len rozvoje
by byl imérny 72 ~ ¢* a takové se zanedbévaji i v jinych krocich odvozeni brzdné sily, takze @; je dobrou
aproximaci zrychleni ¢astice podléhajici pusobeni brzdé sily. Abychom ziskali oby¢ejnou diferencidlni rovnici
duhého F4du musime jesté dosadit dF/dt = OF /0t + (i - V)F.) Véci se komplikujf jesté nutnosti zahrnout
specialni relativitu, nicméné pro newtonovsky model vodikového atomu s pevnym centrem mame puvodni
silu
¢ T
dreg |23

F=
Po zderivovan{ vyrazu ki = kF /m podle ¢asu dostaneme pravou stranu (82) a tedy

¢ E|T? - 3T F)

Fypog = —7F = —
brzd T T47T60 |Z)®

Jde o silu, kterd u klasické kruhové trajektorie ptisobi proti sméru rychlosti v souladu s obvyklym jevem
disipace. Misto vazkych efektt m4 ale popisovat brzdéni v dusledku vyzarovanych elektromagnetickych vin.

Cwidend: Vyjadiete u kruhové drahy zrychleni jako funkci energie a sestavte za pomoci (77) diferencidln{
rovnici vyjadiujici ¢asovy vyvoj energie klasického vodikového atomu. Spoctéte dobu jeho zZivota.
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