Nehomogenni vlnova rovnice

Vidéli jsme, ze ve vakuu lze s pouzitim Lorentzovy kalibrace soustavu 4 Maxwellovych rovnic pfevést na soustavu dvou
vlnovych rovnic
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Podobné jako tomu bylo v elektrostatice je mozné hledat feseni téchto rovnic ve tvaru integralu souéinu vhodné (Greenovy)
funkce soufadnic 7 a 7 a, Feknéme, ndbojové hustoty v bodé 7. Jakkoli je mozné vzhledem k jedinecnosti tohoto FeSeni
pfimo vysledek napsat a poté ovéfit (viz dilezity piiklad X.1 v [1]), zkusime pouZzit postup z [1] abychom vidéli, kde
se vezme znamy tvar Teseni s retardovanymi zdroji. I kdyz je v ¢asové proménném pripadé tento pristup v rozporu se
zachovanim néaboje, budeme si Greenovu funkci i v tomto pfipadé predstavovat jako feSeni polnich rovnic s bodovym
zdrojem na pravé strané.

Pouzivame-li nasledujici konvenci pro Fourierovu transformaci
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prejde ve frekvenénim obraze ¢asova derivace na nasobeni
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Po vzoru Greenovy funkce pro Poissonovu rovnici rozlozime zdroj na “bodové naboje”
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a budeme hledat potencidl G, (7, ), ktery kazdy z téchto “bodovych nadboji” (nachdzi se v bodé ) budi:
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a pak TeSeni slozime z potenciali od jednotlivych “nédbojid”
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Pro w = 0 prechazi problém na Poissonovu rovnici a pfislusna Greenova funkce je

Go(F,7) = — 1 (8)
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S vyuzitim translacni symetrie tlohy, mtizeme hledat G, (7, 7) = G, (F—7") a stejné jako v piipadé w = 0 diky izotropii

d’Alembertova operdtoru predpokladat zévislost jen na G, (F — 7) = G, (|7 — |). MuZeme tedy vzit 7 = 0 a za pouZiti
vztahu Af(r) = (rf)"/r psét pro r # 0, kde hleddme FeSeni homogenni rovnice,
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coz je znama diferencidlni rovnice s dvéma nezavislymi Fesenimi
[rGu(r)] = Aetier 4 BeTer (10)

Budeme uvazovat obé feSeni zvlast a polozime A = B = 1/(4w) aby feSeni byla spravné normovand Greenova funkce.

Gu(F\T) = — == (11)



Zvl1asté v technickych vypoctech, kdy pro zdroje predpoklddame harmonické casové zavislosti, miize predstavovat tato
Greenova funkce vlnové rovnice vychozi bod vypoct. Pro porozuméni povaze feSeni nehomogenni vlnové rovnice ale
prevedeme tuto funkci zpét do ¢asového obrazu.

Specialni tvar zavislosti na w odpovida posunuti v Case:
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Rozdilna znaménka reprezentuji retardovany a avancovany potencial. Jakakoli jejich vhodné normovana linearni kom-
binace spliiuje ptivodni nehomogenni vilnové rovnice. Pokud ale nemame zavazné dtvody ¢init jinak, bereme vzdy za feSeni
potencialy retardované, a ndboje chdpeme jako zdroje a pfic¢inu pole.

Jakkoli vzorce s retardovanym zdrojem vypadaji velmi podobné vztahtim z elektro-magneto-statiky, je pro konkrétni
zdroje zavislé na Case Casto tézké spocist jiz jen retardovany ¢as, natoz prislusny integral. Pro praktické vypocty se tak casto
musime pfejit do frekvenéniho obrazu (napt. predepiSeme harmonicky priibéh proudt v anténé vysilajici elektromagnetické
viny). Pro pohybujici se bodovou ¢astici lze ale uvedené potencidly spoéist.

Pole nerovnomérné se pohybujici nabité ¢astice

Prikladem, na kterém se cCasto ilustruje pojem J-funkce je bodovy néboj, zde navic ukdzeme, ze spravnd manipulace s
d-funkcemi pfinasi ziejmé usnadnéni vypocti, a tedy, Ze takovy popis je nékdy vyhodny.
Bodovy néboj ¢ pohybujici se po trajektorii 7 (¢) je popsan hustotou

p(7,t) = q 63(7" — Fo(t))

Pro potencial tedy piseme
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Abychom mohli integraci pfes prostorové souradnice provést, museli bychom pocitat Jacobidn parametru é-funkce,
misto toho ale miizeme tak jako dosud pouzit postup z [1]. Protoze
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milZzeme psat
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V tomto vztahu 7 a ¢ oznacuji uddlost kde+kdy “zkoumédme” potencidl a 7(t') a ¢’ oznacuji udédlost “vyzareni informace”
smérem k vyzkumnikovi potencialu, tedy kde ten castici v dobé vyzkumu “vidi” skrze vlnéni sifici se rychlosti ¢, jenz mu
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o ni p¥indsi informaci. Udélost ¢, 7 lezi na budoucim svételném kuzeli udalosti t',7(¢') , coZ je popsano rovnici
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Misto vypocétu Jacobidnu ted vystadime s jedinou derivaci, kterou dosadime do vztahu
() = 6 — 7o)
z)) = ———0(x —xg
| (o)

kde pfedpokladdme, ze f(z) = 0 m4 jediny kofen xg.
Protoze integra¢ni proménnd je ¢', musime spocist derivaci levé strany (19) podle ¢’
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a zavedli oznaceni pro rychlost ¢astice a smér od jeji polohy v retardovaném ¢ase do bodu 7
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Oznaéime-li FeSeni rovnice (19) ¢, pak dosazenim dostédvame
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Pro elektromagnetické potencidly pohybujiciho se bodového naboje tedy dostavame
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jenz lze spocist z proudu
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ktery je sou¢inem nébojové hustoty a rychlosti a tak je vipocet vektorového potencidlu az na faktor pgeotio = v /c? zcela

schodny.

Jak jsme prave videli znamend vyskyt retardovanych ¢asti jistou komplikaci ve vipoctu, ktera se pak ve vysledku projevi
neéekanym faktorem (1— E .)~L. Co vic, protoze pracujeme s obecné ¢asové zavislymi potencialy, nemame dosteénou intuici
(jako tomu bylo v elektrostatice) abychom z tvaru potenciali vidéli vlastnosti pole E, natoz B. Proto si jako ilustraci
zkusime spocist z vyse uvedenych potenciali dilezitou ¢ast vyrazu pro E , jenz je timérna zrychleni ¢astice, a, jak uvidime,

ubyva se vzdalenosti mnohem pomaleji, nez vlastni Coulombické pole naboje.

Zarivé pole bodového naboje

Plati



V potencidlech (22-23) se vyskytuji nésledujici veli¢iny zavislé na 7 a t:

ro = To(to (7, 1))

Derivaci vztahu

podle ¢asu za pouziti (20) dostavame
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Derivace 7 nastésti nebudeme potfebovat, protoze klesaji jako 1/R, kde R = | — y|. Prostorové a ¢asové derivace veli¢in
jako je napt. vy spoc¢teme podle vztahu
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Celkem t¥i ¢leny ve vyrazu pro E obsahuji derivaci rychlosti, jenz da zrychleni. Zaroven si lze povSimnout, ze ¢leny,
které zanedbavame ubyvaji s R rychleji, nez ty jenz uvazujeme. Detailné si to ale komentovat nebudeme, nebot vime, Ze
pole nezrychleného néboje je jen Lorentzovsky transformované Coulombické pole a tedy kles4 jako 1/R2.

V potencialu ® se rychlost vyskytuje jednou
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Pfi vypoctu ¢asové derivace A narazime na rychlost v Gitateli i jmenovateli
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Seétenim ziskame
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B.7) mizeme Cast pole E zavislou na zrychleni ¢astice psat
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kde jako posledni je uvedeno nerelativistické pfiblizeni, v némz je pouzito oznadeni v, =i x (7 X v).
Podrobnym vypoctem lze ukézat, jak vypada ¢ast pole nezavisejici na zrychleni a také, ze magnetické pole se tidi
vztahem zndmym z rovinné elekromagnetické viny

B= %ﬁ x E (26)
Diky tomu a faktu, Ze uvaZovana ¢ast elektrického pole je kolmé na i, dostavame, Ze Poyntingtv vektor spliiuje relaci
znédmou pro vlny S = citw , kde w = (E_" D+ B.H )/2 je hustota energie elektromagnetického pole.
Navic faktor 1/R zarucuje, ze tok energie pfes sféru o nekoneéném poloméru je nenulovy (to kvazistaciondrni pole
lokalizovanych naboji a proudt nedokdzi).
Zatimco vynechana ¢ast elektrického pole poybujiciho se naboje odpovida Coulombickému poli a ubyva jako 1/R2,
nami studovana slozka zavisla na zrychleni ubyva jako 1/R. Z rozmérovych dtivodt musi jit elektrické pole pséat jako
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kde H je velic¢ina s rozmérem délky néjak souvisi se zrychlenim c¢astice. Pro R < H prevlada coulombické pole, naopak
pro R > H prevlada zafeni. Pro takto velkd R mluvime proto o radiacni zéné, kde miiZzeme ostatni ¢leny zanedbat.
Pokud stale uvazujeme jednu ¢astici, z kinematiky zjistime, ze velikost H je zhruba vzdélenost na niz by s uvazovanycm
zrychlenim Céastice nabyla relativistickych rychlosti. I v pfipadé, Ze zafeni vznika kolektivnim pfespénim mnoha nabojt,
feknémé v anténé, ma smysl mluvit o radiacéni z6né jako o oblasti, kde pole ma jiz pfevazné podobu elektromagnetické
vilny. Jak uvidime v nésledujicim piikladé, zac¢ina radiacni zéna obvykle blize zdroji nez bychom z vysSe uvedeného cekali.

Vyzarovaci charakteristika a elektrické dipdlové zareni
V radiac¢ni z6né muzeme pro Poyntingliv vektor s psat
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kde, stejné jako u rovinné vlny, jsme vyuzili kolmost E na ii a vztahu c2eopo = 1. Dosazenim konkrétniho tvaru E
dostavame .
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Sest4a mocnina vyrazu 1 — .77 /c souvisi s aberaci a Dopplerovym jevem a miize pii vyssich rychlostech ¢astice rozhodujicim
zpusobem urcovat smér, kterym je zafeni vysilano. V nerelativistickém pripadé je smér toku energie dan vyrazem |1_; =
|7 x (7t x ©)|2 = |0]2 sin® ¥, kde ¥ je thel mezi (retardovanym) smérem k pozorovateli a smérem zrychleni.

Jako nejjednosussi piipad si vybereme vyzafovani nepohybujiciho se v ¢ase proménného dipdlu tvoreného opacné
nabitymi ¢asticemi. Protoze je vysledné pole linedrni superpozici poli obou naboji, stejné jako dipélovy moment soustavy,
miizeme pro zjednoduseni jeden z naboji ponechat v klidu v pocatku, zatimco druhy se bude v jeho blizkosti pohybovat
po ose z. P¥i tomto modelu bude dipdlovy moment systému j(t) = ¢7(t) = p(t)€,. Proto v nerelativistickém vztahu pro

elektrické pole v radiaéni z6né mizeme kombinaci ¢o, nahradit p, . Velikost |, | = [ji(t) sin 0] tedy
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Protoze pro integral pres povrch koule o poloméru 7 plati [ sin® §dS = (8/3)7r?, bude za piedpokladu, Ze r = R, tedy
ze amplituda pohybu naboje v nasem modelu dipélu je mnohem mensi nez vlnova délka, platit
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Protoze plati princip superpozice, popisuje tento vysledek vykon zéreni, jenz opousti velmi malou (v
porovnani s vlnovou délkou) soustavu ndboju s dominujicim elektrickym dipélovym momentem a to i v
pripadé, kdy se smér dipélového momentu libovolné méni, v nerelativistém pfiblizeni jsme vidéli, ze zareni
je élenem sin? @ koncentrovano do roviny kolmé k vektoru zrychleni. Dulezité je vidét, ze zatimco pole dipdlu
klesd jako 73, tedy dokonce rychleji, nez pole bodového néboje, radia¢ni ¢dst pole stdle prendsi energii
do nekonecéna diky chovani E ~ 1/r. Podobné vyzaiuji zafeni az do nekonecna i systémy s dominujicimi
vy$simi multipélovymi momenty, kazdy chybéjici faktor 1/R se ve vztazich pro intezity pole, hustotu energie
¢i vyzdfeny vykon nahradi ¢asovou derivaci (1/c)d/dt. Jestlize je zdroj nezanedbatelné velky dochdzi k
interferenci poli od jeho jednotlivych ¢ésti, coz obvykle vyrazné meéni vyzafovaci charakteristiku oproti
dipdlové |§ | ~ sin?@. Za soucést zdroje také musime povazovat jakékoli vodice & napi. objekty s €, # 1
nachazejici se v jeho blizkosti.

Hertzav dipdl

Studium pole urychleného naboje ukazalo vznik elektromagnetického zareni z pohledu individualniho naboje.
Velmi ¢asto ovsem vlny vznikaji koordinovanym pohybem velkého mnozstvi ndboju. Diulezitym modelem
tohoto procesu je tzv. Hertztuv dipdl.

Pifmy vodi¢ (Sedivé) dané délky je uprostied pierusen a je zde napdjen ze zdroje stiidavého proudu. Za zjednodusujicich
piedpokladi ma proud podlél vodi¢e podobu stojatého vinéni (viz text). Vykresleny jsou prubéhy pro t¥i frekvence.

Vidéli jsme jiz u skinového jevu, ze urceni prostorového rozlozeni proudu ve vodi¢i vyzaduje Feseni
Maxellovych rovnic. Pro pochopeni chovani dratové antény ovSem zkusime piepokladat, ze proud v tenkém
vodiéi se chovéd podobné jako proud doprovazejici TEM vinu a tedy, Ze na konci takového vodice se proudova
vlna odrazi a pozorujeme stojaté vinéni. Vodi¢ délky 2d je uprostied prerusen a je zde napajen ze zdroje
stiidavého proudu. Potom bude harmonicky proud podél vodice rozlozen podle

I(z,t) = Ipe ™" sin [k(d — |2])] . (28)

Jako obvykle k = w/c. (Pozn. Rozmyslete si, ze pro malé frekvence popisuje toto rozlozeni u velmi tenkého
vodic¢e proud dopliujici smérem od piivodu uprostied naboj rozprostirajici se na vodic¢i — z elektrostatiky
m.j. vime, Ze na takovém vodici je konstnatni linedrni{ ndbojové hustota.)

Budeme fesit vlnovou rovnici ve frekvenc¢ni oblasti

DA = —pod, (29)
jejiz feseni ma, jak vime, podobu
oopo [T e o ik|T— | 202 73,0

Jiz zde jsme vyuzili toho, ze daleko od centra je |7 — 7| ~ r pomalu se ménici funkce. To ovSem neplati pro
komplexni exponencidlu. Zde uzijeme

7= 2 = (= ) (F= ) = 12 40 = 27 (81
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Faktor pied integrdlem (zejména pak po doplnéni o ¢asovou zavislost e~ ! jasné popisuje odchazejici
slabnouci sférickou vinu. Integrél jiz zavisi jen na sméru 77 a popisuje vyzafovaci charakteristiku nasi idea-
lizovné diplové antény. Déle pokroéime nahrazenim j(7) d3r' = I(2')dz'€, a dosazenim 7i - 7 = 2’ cos 0. Je
tedy tfeba spocist

a2 /2
/ ik cos O i [k(d—|2'|)]d2' = 2/ cos (kz' cos 0) sin [k(d — 2')] d2’
—d/2 0



= ﬁ [cos(kd cos 0) — cos(kd))
sin

Tak dostavame vektorovy potencial

ie polo €F=4Y) cos(kd cos §) — cos(kd)
T oor kr sin® 6

z,. (34)

Pracujeme v Lorentzovskzé kalibraci a pro nase harmonicky ¢asové zavisld pole bychom mohli potencial ¢
dopocist z kalibra¢ni podminky. Protoze se ale stejné zajimdame jen o radi¢ni zdénu,
Lze snadno vidét s pouzitim V x [f(7)é,] = V f x €, ze jediny ¢len ubyvajici s 1/r vznikne derivovdnim

exponencialy. Déle je Ve*" = ikii a ii x €, = €, X &, = (sin0ér + cosfe,) x &, = —sinf &, a tedy radiacni
cast magnetického pole je
I olp ie'kr=wt) cos(kd cos§) — cos(kd) _
Brug = - (kdcosb) = coskd) 5., (35)
2m r sin 6

V radiaén{ z6né je E = —ii x cB a Poyntingtiv vektor § = ExH= ,ual(—fi X cé) x B = c,u51|§|2ﬁ, tedy
pro vyzafovaci charakteristiku dostaneme

s g APaa  1pold (cos(kdcos ) — cos(kal))2 (36)
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Tato hodnota nezavisi na ¢ a lze ji tedy snadno zachytit graficky. Nezapomenme, ze anténa je dlouhd 2d,
tedy pro anténu dlouhou &-ndsobek vinové délky 2d = &\ = £(27) /k, tedy kd = w€.
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Vyzafovaci charakteristika bodového dipélu (vlevo), idaelizované drétové dipdlové antény s délkou A\/2 (uprostied), a 3/2X
(vpravo).

Jak se skutecnost, ze anténa vyzaiuje energii jevi zdroji, jenz do antény dodava proud? Z jeho pohledu
mé anténa redlnou ¢dst impedance. Pripomenme, ze idedlni kondenzédtor (coz je limita malych frekvenci)
odebira ¢isté jalovy vykon. Pii rostoucich frekvencich bude z pohledu zdroje stfidavého proudu nutno ptidat
do obvodového schématu sériovy odpor. Jeho hodnota bude takova, aby v ném doslo pravé ke ,spaleni*
vyzéreného vykonu. Protoze svorkami protékd proud, ktery dostanem dosazenim z = 0 do (28), uréime tuto

hodnotu z rovnosti
dPrad

dQ)
Pro v praxi dilezity pulvlnny dipdl vyjde 73€2. Pov8imnéte si, ze tato tivaha nefunguje pro celovinny dipdl,
pro néj by Isyork vyslo nulové. To proto, ze jsme proudové pole podél antény predepsali bez ohledu na splnéni
rovnic pole.

1 1
5Rmdlgmk = 5z;fmurg sin?(kd) = / dQ. (37)

Sila pusobici na vyzarujici castici
Zatimco pole v radiacni zéné ma docela prehledny tvar
S =ciiw(d,¢) = ciiw(f) (38)

v blizkosti zdroje zafeni je tvar Poyntingova vektoru velmi komplikovany. Kdybychom dokéazali nalézt pole
v blizkosti zdroje spliiujici pifslusné okrajové podminky (obvykle tam jsou néjaké vodice), dokdzali bychom
urcit kolik z energie privadéné, feknéme do rozlehlého deskového kondenzatoru se mota v jeho okoli a slouzi
jen k vyrobé blizkych polf (jalové proudy) a kolik energie systém opusti a v podobé zafeni odleti pryc. Nalézt
takové feseni lze v podstaté ale jen pro nejjednodussi problémy a to jen za silné omezujicich predpokladi,
napi., ze rozméry museji byt mnohem mensi, nez uvazovana vinova délka. To znamenad, ze tieba rozlozeni
poli v okoli antény je analyticky nezvladnutelné, protoze dobrd anténa nemuze byt mnohem mensi nez
vlnové délka.

Podobé je ale velmi komplikovany i problém zdanlivé nejjednodussi — energetickd bilance v okoli urych-
lované bodové ¢édstice. Duvodem pro to je, ze klasickd bodovéa ¢éstice je fyzikalnim obrazem matematického
objektu popsaného d-funkei a prislusnymi Greenovymi funkcemi. Ty maji velmi dobry smysl v ramci linedrni



teorie svazujici pole a jeho zdoje. Energie a jeji toky jsou ale popsany kvadratickymi vyrazy a tam jistota s
niz pouzivame d-funkce atp. konéi.

Podobné, jako jsme provedli integraci odchdzejictho vykonu u dipélu, lze (s trikem, kdy pro integraci
zavedeme okamzité soufadnice tak, ze osa z mif{ smérem okamzitého zrychleni) spocist celkovy vykon, ktery
vyzafuje v dany okamzik ¢dstice s piedepsanym pohybem Z(¢). Vysledny vztah se zayva Larmorova formule
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(39)

To ale vyzaduje, aby na ¢astici pusobilo odlétajici elektomagnetické pole silou, kterd ji odejme piislusnou
vyzafenou energii. Jeji vypocet vyzaduje pracny vypocet limity, kdy se stale mensi ¢astice stava bobovou a
jeji pole stéle silnéjsi a jeho energie roste nade vSechny meze. Existuje pojem klasicky polomér elektronu, coz
je polomér sférické nabité slupky, jejiz energie je ekvivalentni pravé hmoté elektronu. Limita bodové ¢astice
pak vyzaduje pokracovat ve zmensovani a néjak pracovat s energii pole prevySujici ekvivalent hmotnosti
castice, energii v limité nekone¢nou. Poté, co se vhodnym postupem takového nekonec¢na zbavime, zbyde
v pohybové rovnici konetné sila tmérna druhé derivaci rychlosti. My si v nésledujicim zjednoduseném
odvozeni ukazeme, ze pravé takova sila by mohla byt odpovédna za vykon odnaseny elektromagnetickymi
vlnami.

Pro jednoduchost uvazujme nabitou ¢astici, kterd se nejdiive v ¢asech ¢ < t; nachézi v rovnomérném
primocarém pohybu, pak na ni chvili ptisobi vselijaké sily, které ji urychluji a brzdi, aby ji nakonec v t > to
ponechaly ve stejném rovnomérném pifmocarém pohybu. Takovd ¢dstice podle (39) vyzaii energii

o 2 . 2 2
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kde k = (¢*/(6meoc?)).
Predpokladame, Ze energii do systému dodava néjakd sila F' pusobici na ¢astici

E:/ F - dt. (41)

Protoze okrajové ¢leny jsou za daného pocateéniho a koncového stavu nulové za predpokladu platnosti
zédkona zachovani energie dostavame

0:/ (—m5+ﬁ+ki7)-17dt. (42)

coz by mohlo vést k domnénce, ze pohybova rovnice pro nabitou ¢dstici musi byt modifikovana do tvaru

—

m(@ —ra) = F, (43)

kde 7 = k/m je extrémné kratka charakteristickd doba, pro elektron je ~ 107245, coz je hodnota odpovidajici
casu, ktery svétlu trva prekonat klasicky polomér elektronu — to pfipomind, ze zafeni souvisi s jevem
retardace.

To je ovSem jen stézi piijatelné: (1) je to diferencidlni rovnice t¥etiho fadu, (2) ta feSeni na néz jsme z
Newtonovské dynamiky zvykli se ztraceji mezi velmi osklivymi FeSenimi exponencialné rostoucimi v ¢ase,
(3) kdybychom chtéli vybrat mezi FeSenimi to sprdvné (to pozndme podle toho, ze dobfe dopadne — viz nase
podminky na koncovou rychlost ¢dstice) méme jasné nekausalni teorii.

Ukazuje se, ze rozumny smysl 1ze Abrahamové-Lorentzové sile

Fipg = ka (44)

dat, pokud tfeti derivaci polohy chiapeme jako ¢asovou derivaci zrychleni vypocteného z puvodni pohy-
bové rovnice bez brzdné sily. Véci se komplikuji jeSté nutnosti zahrnout specidlni relativitu, nicméné pro
newtonovsky model vodikového atomu s pevnym centrem mame puvodni silu
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Po zderivovéni virazu ki = kF /m podle ¢asu dostaneme pravou stranu (44) a tedy

¢ i|T? - 3BT - 7)

dreg |Z]°

Fbrzd =—7F=—1

Jde o silu, kterd u klasické kruhové trajektorie ptisobi proti sméru rychlosti v souladu s obvyklym jevem
disipace. Misto vazkych efekti ma ale popisovat brzdéni v dusledku vyzafovanych elektromagnetickych vin.

Cwiceni: Vyjadiete u kruhové drahy zrychleni jako funkci energie a sestavte za pomoci (39) diferencidln{
rovnici vyjadiujici ¢asovy vyvoj energie klasického vodikového atomu. Spoc¢téte dobu jeho zivota.z



