
OPAKOVÁNÍ: Maxwellovy rovnice – nestacionárńı pole
Na základě skutečnosti, že rotace vektorového pole má nulovou divergenci, usoudil Maxwell, že v diferenciálńı verzi Ampérova
zákona je třeba v nestacionárńım př́ıpadě, kdy div j⃗ ̸= 0 nahradit proudovou hustotu kombinaćı j⃗ + ∂tD⃗, jej́ıž divergence
vymiźı v d̊usledku Gaussovy věty a zákona zachováńı elektrického náboje. Divergence toho “opraveného proudu” je nulová
proto, že za použit́ı Gaussovy věty přecháźı na rovnici kontinuity pro elektrickou nábojovou hustotu

∂tρ+ div j⃗ = 0 . (1)

Od té doby chováńı elektromagnetického pole popisuj́ı Maxwellovy rovnice

rot H⃗ − ∂tD⃗ = j⃗ , (2)
div D⃗ = ρ , (3)

rot E⃗ + ∂tB⃗ = 0 , (4)
div B⃗ = 0 . (5)

Ty je samozřejmě třeba doplnit materiálovými vztahy. Budeme předopokládat, že D⃗ = D⃗(E⃗) a H⃗ = H⃗(B⃗), se složitěǰśımi
vztahy jste se seznámili v optice u dispersńıch médíı – komplikované vztahy jsou zapř́ıčiněny komplikovaným materiálem.
Náboje a proudy vystupuj́ıćı na pravé straně Maxwellových rovnic jsou dány vlastnostmi hmoty a skrze ně elektromagnetické
pole na hmotu p̊usob́ı. Nepřeberné množstv́ı jev̊u s t́ım souvisej́ıćıch patř́ı do jiných přednášek.

Pro ujasněńı si významu rovnic (2-5) budeme až na explicitně uvedené výjimky předpokládat, že materiálové vztahy
jsou popsány skalárńı permitivitou ϵ a permeabilitou µ. Charakter rovnic může, jak jsme na př́ıkladu skinového jevu viděli,
také ovlivnit závislost zdroj̊u na poli samotném. Proto prozat́ım budeme proudy a nábojové hustoty považovat za dané
funkce času a prostoru.

Maxwellovy rovnice – počátečńı úloha

Vezmeme-li elektromagnetické pole v nějakém okamžiku, řekněme t = 0, můžeme se ptát, co pro jeho hodnoty vyplývá z
Maxwellových rovnic. Okamžitě vid́ıme, že rovnice udávaj́ıćı divergence B⃗ a D⃗ přikazuj́ı, jaká pole jako funkce prostorových
souřadnic jsou v libovolný okamžik povolena. Např. zř́ıdlová magnetická pole nejsou možná. Rovnice (3) a (5) představuj́ı
vazby.

Oproti tomu rovnice, kde vystupuj́ı rotace poĺı maj́ı jiný charakter. Pokud pozorujeme, že v daném okamžiku rot E⃗ ̸= 0,
je takové pole př́ıpustné, ovšem znamená to, že bud’

– měńıćı se magnetické pole je zdrojem cirkulace elektrického pole a nebo
– nenulová cirkulace elektrického pole zapř́ıčińı změnu magnetického pole.
Jak rozhodnout, která z obou možnost́ı je správně? Jaký experiment by to mohl rozhodnout? V každém př́ıpadě rovnice

(4) svazuje časové a prostorové změny elektromagnetického pole. Nestač́ı na to ale sama – o jej́ım významu rozhoduje, č́ım
tuto rovnici doplńıme (viz cvičeńı ńıže).

Nejprve si povšimmneme, že obě vazby (3) a (5) se zachovávaj́ı. Časová derivace

∂t div B⃗ = div ∂t B⃗ = div (− rot E⃗) ≡ 0 (6)

a podobně je to d́ıky rovnici kontinuity elektrického náboje i s rovnićı (3):

∂t

(
div D⃗ − ρ

)
= div ∂t D⃗ − ∂t ρ = div

(
rot H⃗ − j⃗

)
− ∂t ρ = div rot H⃗ −

(
div j⃗ + ∂t ρ

)
≡ 0. (7)

Nab́ıźı se následuj́ıćı interpretace: Vazby (3) a (5) určuj́ı jaká pole přicházej́ı do úvahy v čase t = 0. Rotace elektrického
pole a rotace magnetického pole opravená o proud

∂tE⃗ = 1
ϵ

rot 1
µ
B⃗ − 1

ϵ
j⃗ , (8)

∂tB⃗ = −rot E⃗ , (9)
(10)

pak udávaj́ı změny pole. Jsou to pohybové rovnice pro elektromagnetické pole, které zachovávaj́ı vazby. Tato soustava
přestavuje tzv. hyperbolický systém parciálńıch diferenciálńıch rovnic – tato čeled’ rovnic je pojmenována podle znamének
− + ++ ve vlnové rovnici.
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Cvičeńı. Předpokládejte, že zdroje jsou dané fukce času a prostoru a že prostřed́ı je homogenńı. Uvažujte fourierovský
rozklad do prostorových vln charakteru eik⃗.r⃗ všech veličin a dosad’te jej do rovnic (8) a (9). Nalezněte obdobu těchto
rovnic pro fourierovské komponenty E⃗(k⃗, t) a B⃗(k⃗, t). Ukažte, že jde o soustavu obyčejných lineárńıch diferenciálńıch rovnic
s konstantńımi koeficienty (k⃗ je vzhledem k času samozřejmě konstanta). Na zjednodušeném př́ıkladě s j⃗(k⃗, t) = 0 tuto
soustavu vyřešte pro zadané E⃗(k⃗, t = 0) a B⃗(k⃗, t = 0) a ukažte, co by znamenalo opačné znaménko v Lenzově principu. Při
řešeńı soustavy šesti lineárńıch diferenciálńıch rovnic pro šest neznámých je výhodné zavést proměnné b⃗±(k⃗, t) = B⃗(k⃗, t) ±

1
c|⃗k|

k⃗ × E⃗(k⃗, t), nebot’ představuj́ı (levé) vlastńı vektory př́ıslušné matice, v nichž má homogenńı soustava Maxwellových
rovnic pro prostorové Fourierovy komponenty tvar ∂t⃗b

± = ∓ic|⃗k|⃗b± a lze ji snadno řešit.

Relaxačńı mechanismy v elektromagnetismu

Jaký je vztah těcho evolučńıch rovnic k rovnićım, které jsme doposud studovali? Jak jsme ukázali, poč́ınaje rovnicemi
elektrostaiky a konče kvazistacionárńım přibĺıžeńım, představovali doposud zkoumané rovnice rovnováhu poĺı se statickými,
stacionárńımi a kvazistacionárńımi zdroji.

Této rovnováhy nabyde elektromagnetické pole r̊uznými relaxačńımi procesy. Nejprve zmı́ńıme dva souvisej́ıćı s ohmickou
vodivost́ı. Prvńım, již zmı́něným, je skinový jev, konkrétně skutečnost, že (a to i v plném elektomagnetismu) docháźı k
difuzi magnetického pole směrem k rovnovážemu stavu. Daľśı mechanismus souvisej́ıćı s vodivost́ı je dán evolućı zř́ıdlové
části elektrického pole. Ta se ř́ıd́ı rovnićı kontinuity (1) a po dosazeńı Ohmova zákona j⃗ = γE⃗ = γϵ−1D⃗ máme

∂tρ+ div j⃗ = ∂tρ+ div
(
γϵ−1)

D⃗ = 0 −→ ∂tρ+
(
γϵ−1)

ρ = −D⃗ · grad γ

ϵ
. (11)

Uvnitř vodiče, kde pravé strana vymiźı tak docháźı k exponenciálńımu zániku volné nábojové hustoty – náboj se stěhuje na
povrch vodiče. Relaxačńı čas u běžných vodič̊u je velmi malý a je dán jen materiálovými konstantami, narozd́ıl od skinového
jevu, kde souviśı i s rozměry a tvarem vodiče.

Oba zmı́něné disipativńı procesy ve vodič́ıch vedou k ustaveńı statického stavu j⃗ = 0 a v d̊usledku Ohmova zákona
i E⃗ = 0 uvnitř vodiče. To je elektrostatika. Za p̊usobeńı vněǰśıch zdroj̊u či jiných sil se rovnováha ustanov́ı v souladu s
buzeńım, pro pomalu se měńıćı zdoje tak dostaneme kvazistacionárńı pole.

Předběhneme-li daľśı výklad, je tu ještě jeden relaxačńı mechanismus. Odchylka od kvazistacionárńıho přibĺıžeńı je, jak
uvid́ıme, dána př́ıtomnost́ı elektromagnetického vlněńı. Pokud to situace dovoĺı, jsou tyto vlny bud’ pohlceny disipativńım
prostřed́ım, nebo odlet́ı do daleka, v obou př́ıpadech je tu tendence řešeńı bĺıžit se (kvazi) stacionárńımu stavu. To je
samozřejmě vyloučeno, když zdroje samy se měńı v časech kratš́ıch, než jaké zářeńı potřebuje k vytraceńı se.

Prvńı experimetálńı d̊ukaz oprávněnosti Maxwellovy konstrukce – Hetrz̊uv experiment dokázal, že při jiskrovém výboji
se část z p̊uvodně elektrostatické energie mı́sto na teplo přeměńı v eletromagnetické vlny.

Elektromagnetické potenciály pro nestacionárńı pole

Již v́ıme, že homogenńı Maxwellovy rovnice (5) a (4), lze automaticky vyřešit za pomoci zavedeńı potenciál̊u. Nezř́ıdlové
B⃗ dává B⃗ = rot A⃗ a tak dostáváme

rotE⃗ + ∂trotA⃗ = rot
(
E⃗ + ∂tA⃗

)
= 0 (12)

a protože rotace součtu E⃗ + ∂tA⃗ je nulová muśı to být gradient nějaké skalárńı funkce. Proto zavád́ıme elektromagnetické
potenciály vztahy

B⃗ = rot A⃗ , (13)

E⃗ = −grad Φ − ∂t A⃗ . (14)

Jejich dosazeńım do zbývaj́ıćıch rovnic dostáváme

rot 1
µ

rot A⃗− ∂tϵ(−grad Φ − ∂t A⃗) = j⃗ , (15)

div ϵ(−grad Φ − ∂t A⃗) = ρ , (16)
(17)
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V homogenńım prostřed́ı můžeme vytknout př́ıslušné materiálové konstanty µϵ = c−2 a za použit́ı Z.I.V.A. dostáváme polńı
rovnice pro elektromagnetické potenciály(

−∆A⃗+ 1
c2 ∂tt A⃗

)
+ grad

(
div A⃗+ 1

c2 ∂tΦ
)

= µ⃗j , (18)

∆Φ + ∂t div A⃗ = −1
ϵ
ρ . (19)

Magnetické pole B⃗ je v́ırové povahy a je dáno rotaćı vektorového potenciálu. Zř́ıdlová část vektorového poteciálu je veličina
která se na magnetickém poli nijak neprojev́ı. Tato veličina je určitelná z div A⃗ a tedy tato divergence vektorového po-
tenciálu neńı nijak dána. Protože ovšem časová derivace vektorového potenciálu vystupuje v (14) je třeba opravit po změně
vektorového potenciálu i potenciál Φ. Změna kalibrace je dána vztahy

a⃗ ′ = A⃗+ ∇χ (20)
Φ′ = Φ − ∂tχ (21)

Dosazeńım do (13) a (14) lze ověřit, že tato změna potenciál̊u neměńı elektrické ani magnetické pole. Také vid́ıme, že
div a⃗ ′ − div A⃗ = ∆χ a daná změna div A⃗ vede na Poissonovu rovnici.

Maxwellovy rovnice v Coulombově kalibraci

Při řešeńı (18) a (19) si nejprve vybereme postaru možnost div A⃗ = 0. Po zavedeńı d’Alembertiánu

□ = ∆ − 1
c2 ∂tt (22)

a dosazeńı div A⃗ = 0 je

□ A⃗ = −µ⃗j + 1
c2 ∂t grad Φ, (23)

∆ Φ = −1
ϵ
ρ . (24)

Toto jsou Maxwellovy rovnice pro potenciály v tzv. Coulombově kalibraci. Potenciál Φ se ř́ıd́ı Poissonovou rovnićı, zat́ımco
vektorový poteciál splňuje v ⃗̇A(x⃗, t = 0) vlnovou rovnici se zdrojem na pravé straně. V nestacionáŕım př́ıpadě je div j⃗ ̸= 0 a z
rovnice kontinuity je vidět, že poz̊ustatek Maxwellova proudu zajǐst’uje, tak jako dř́ıve, aby zdroj měl čistě v́ırový charakter.
Jinak by nebylo možno vybranou kalibračńı podmı́nku dodržet. Lze ukázat, že ačkoli v této kalibraci jsou hodnoty potenciál̊u
v celém prostoru okamžitě ovlivněny změnou zdroje (nadsvětelné š́ı̌reńı), jde o změny, které maj́ı povahu změny kalibrace
a změny elektrického i magnetického pole se š́ı̌ŕı právě rychlost́ı světla.

Z rozboru vlnové rovnice □u = 0 (např. jako limity mechanického systému) je známo, že řešeńı v čase t > 0 je dáno
zadáńım hodnoty u(x⃗, t = 0) a jej́ı časové derivace u̇(x⃗, t = 0). Tyto dvě funkce představuj́ı libov̊uli, již připoušt́ı vlnová
rovnice – jejich hodnota je libovolná ale dány v nějakém okamžiku již plně ř́ıkaj́ı jak řešeńı vypadá v libovolném čase.

Vid́ıme, že při daných zdroj́ıch Maxwellovy rovnice dovoluj́ı zadat dvě vektorové funkce čistě v́ırového charakteru
A⃗(x⃗, t = 0) a ⃗̇A(x⃗, t = 0) a ty již plně určuj́ı elektomagnetické pole ve všech časech. Hodnota A⃗(x⃗, t = 0) skrze rotaci určuje
počátečńı hodnotu magnetického pole. Hodnota ⃗̇A(x⃗, t = 0) opravená o gradient řešeńı Poissonovy rovnice (to žádnou
libov̊uli při daných zdroj́ıch nepřipoušt́ı) určuje počátečńı hodnotu elektrického pole.

Libov̊ule při zadáváńı počátečńıch podmı́nek elektromagnetického pole spoč́ıvá v zadáńı v́ırové části elektrického a
magnetického pole. Co se týče libov̊ule při zadáváńı zř́ıdlové části poĺı, magnetické pole žádnou nemá, elektrické sice ano,
ale ta je fixována Gaussovou větou. Libov̊ule při umist’ováńı náboj̊u nás ted’ nezaj́ımá, nebot’ ta souviśı s pohybovými
rovnicemi této nabité látky. Ty, stejně jako evolučńı rovnice elektromagnetického pole, musej́ı zaručovat zachováńı náboje.

Kalibračńı libov̊ule se v Coulombově kalibraci smršt’uje na funkce χ řeš́ıćı v každém okamžiku Laplaceovu rovnici.

Maxwellovy rovnice v Lorenzově kalibraci

Pohledem na rovnici (18) je vidět, že kalibračńı podmı́nka

div A⃗+ 1
c2 ∂tΦ = 0 , (25)
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zvaná Lorenzova, okamžitě zjednoduš́ı rovnici pro vektorový potenciál na rovnici vlnovou. Za člen ∂t div A⃗, jenž se objevuje
v rovici pro Φ dosad́ıme z Lorenzovy kalibračńı podmı́nky a dostaneme druhou časovou derivaci. Proto v Lorenzově kalibraci
maj́ı Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické potenciály tvar

□ A⃗ = −µ⃗j , (26)

□ Φ = −1
ϵ
ρ . (27)

Na rozd́ıl od podmı́nky Coulombovy je ve vakuu Lorenzova kalibračńı podmı́nka speciálně relativisticky kovariantńı a stejně
tak i výše uvedené rovnice pro potenciály. Také je na prvńı pohled vidět, že informace o zdroj́ıch se š́ı̌ŕı rychlost́ı světla. V
této kalibraci se nab́ıźı větš́ı mı́ra kalibračńı volnosti – všechny χ splňuj́ıćı homogenńı vlnovou rovnici nezměńı (25). Protože
v oblastech, kde nejsou náboje splňuje Φ také homogenńı vlnovou rovnici, lze zde obvykle položeńım χ =

∫ t

0 Φdt přej́ıt do
kalibrace, kde Φ′ ≡ 0 a div a⃗ ′ = 0.

Zákon zachováńı energie

Maxwellovy rovnice (8) a (9) popisuj́ı to, jak “torzńı napět́ı éteru” je zdrojem časové změny pole. V analogii s mechanickým
vlněńım lze očekávat, že bude existovat veličina daná kvadrátem poĺı, popisuj́ıćı hustotu energie elektromganetického pole.

S použit́ım vztah̊u a⃗.(⃗b× c⃗) = c⃗.(⃗a× b⃗) a (fg)′ = f ′g + fg′ si nejprve spočteme

∇.(E⃗ × H⃗) = H⃗.(∇ × E⃗) − E⃗.(∇ × H⃗) , (28)

pro jistotu ještě ve složkách

∂i(ϵijkEjHk) = ϵijk∂i(EjHk) = ϵijk(∂iEj)Hk + ϵijkEj(∂iHk) = Hiϵijk∂jEk − Eiϵijk∂jHk . (29)

Mechanický výkon, jakým p̊usob́ıme proti (tedy −) Lorentzově śıle je

dP = −v⃗.dQ(E⃗ + v⃗ × B⃗) = −dQv⃗.E⃗ = −dJ⃗.E⃗ , (30)

tedy objemová hustota mechanického výkonu je s použit́ım Maxwellových rovnic a připravené identity (28)

−j⃗.E⃗ = −(∇ × H⃗ − ∂tD⃗).E⃗ = ∇.(E⃗ × H⃗) − H⃗.(∇ × E⃗) + E⃗.∂tD⃗ = E⃗.∂tD⃗ + H⃗.∂tB⃗ + ∇.(E⃗ × H⃗) (31)

Tento výraz pro hustotu výkonu lze integrovat přes nějaký objem a źıskat vztah
Výkon mech. sil = Výkon potřebný ke změně el. a mag. pole + výkon odcházej́ıćı povrchem

konkrétně ∫
Ω

−j⃗.E⃗ dV =
∫

Ω

(
E⃗.∂tD⃗ + H⃗.∂tB⃗

)
dV +

∮
∂Ω

(E⃗ × H⃗).dS⃗ . (32)

Člen popisuj́ıćı výkon potřebný ke změně elektrického a magnetického pole obsahuje i energii potřebnou ke změně mag-
netizace a polarizace prostřed́ı. V lineárńım nedisperzńım prostřed́ı vede vztah E⃗.∂tD⃗ = E⃗.∂tϵE⃗ = 1

2∂tE⃗.ϵE⃗ = 1
2∂tE⃗.D⃗ a

podobný vztah pro magnetické pole k zavedeńı hustoty energie

w = 1
2 E⃗.D⃗ + 1

2H⃗.B⃗ (33)

splňuj́ıćı rovnici kontinuity se zdrojem
∂tw + div E⃗ × H⃗ = −E⃗.⃗j . (34)

Pokud chceme podobný vztah źıskat i např. v magneticky tvrdém materiálu, je třeba vázané magnetizačńı proudy přesunou
do j⃗ a chápat je jako proudy tekoućı v prostřed́ı s B⃗ = µ0H⃗.

Součin S⃗ = E⃗× H⃗ se nazývá Poynting̊uv vektor. Jde o vektorové pole které určuje elektromagnetický výkon odcházej́ıćı
z objemu, přičemž jen zř́ıdlová část tohoto pole vystupuje v zákonu zachováńı energie. Vztah (28) ř́ıká, že např. vložeńım
permanentńıho magnetu do elektrostatického pole źıskáme Poyntingovo vektorové pole jehož zř́ıdlová část je nulová, ovšem
č́ıselná velikost v́ırové složky S⃗ může být ohromná.

Ve vakuu má w význam hustoty energie elektromagnetického pole, až se seznámı́me s elektromagnetickými vlnami,
uvid́ıme, že ta se může přelévat z jednoho mı́sta do druhého, aniž jsou tam nějaké zdroje. Definitivně tak konč́ı interpretace
elektrostatické energie, jako potenciálńı energie náboj̊u. Poyntingov věta ř́ıká, že ta je jen zdáńı vzniklé z toho, že při změně
polohy náboje docháźı k rekonfiguraci pole, k ńıž potřebujeme vykonat práci právě rovnou změně elektromagnetické energie
(a možná i v́ıc, pokud s náboji postrkujeme př́ılǐs zbrkle a část naš́ı práce se přeměńı na elektromagnetické vlněńı, jenž
odlet́ı pryč).

Cvičeńı. Spočtěte energii magnetického pole kulového permanentńıho magnetu s konstatńı magnetizaćı.
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Rovinná elektromagnetická vlna

Literatura [Zangwill:16.1-16.4]
Maxwellovy rovnice představuj́ı v Lorenzově kalibraci vlnovou rovnici pro oba potenciály. Mezi nepřeberným množstv́ım

řešeńı vlnové rovnice vyniká svoj́ı jednoduchost́ı tzv. rovinná vlna. Na ńı uvid́ıme, že splněńı vlnových rovnic nestač́ı. Jak
v́ıme, Maxwellovy rovnice dávaj́ı volnost jen v́ırové složce obou poĺı a tak určuj́ı, jak uvid́ıme, že vlněńı je př́ıčné.

Na základě poznámky o široké možnosti volby Lorenzovky kalibrovaného potenciálu bude rovinná elektromagnetická
vlna určena jen vektorovým potenciálem

A⃗(r⃗, t) = a⃗(n⃗.r⃗ − ct) , a Φ(r⃗, t) = 0 . (35)

Samozřejmě, to že jsme A⃗ zvolili ve tvaru rovinné vlny automaticky zaručuje, že zvolený potenciál splňuje vlnovou rovnici

∆A⃗− 1
c2 ∂ttA⃗ = |n⃗|2a⃗ ′′ − (−c)2

c2 a⃗ ′′ = 0 , (36)

pokud velikost vektoru n⃗ určuj́ıćıho směr š́ı̌reńı vlny je jedna.
Lorenzova kalibračńı podmı́nka vyžaduje, aby

div A⃗+ 1
c2 ∂tΦ = ∂iai(nkrk − ct) = nia

′
i = n⃗.⃗a ′ = 0 , (37)

kde a⃗ ′ představuje derivaci podle parametru vektorové funkce jedné proměnné a⃗. Integraćı této podmı́nky dostáváme, že
pokud a⃗ = 0 nebo a⃗.n⃗ = 0 aspoň v jediném bodě prostoru, muśı pak již v celém prostoru muśı platit

n⃗.A⃗ = 0 . (38)

Pokud spočteme

E⃗ = −∂tA⃗ = c a⃗ ′ (39)
B⃗ = −∇ × A⃗ = n⃗× a⃗ ′ , (40)

vid́ıme, že v každém bodě prostoru jsou n⃗, E⃗ a B⃗ na sebe navzájem kolmé a plat́ı cB⃗ = n⃗× E⃗. Tato úměra mezi elektrickým
a magnetickým polem obsahuje jako koeficient směr š́ı̌reńı n⃗. Proto, pokud je elektromagnetické pole superpozićı rovinných
vln v́ıce směr̊u, tento vztah nemuśı platit. Např́ıklad u nejjednodušš́ı verze stojatého vlněńı jsou směry dvou harmonických
rovinných vln opačné a magnetické pole v daném mı́stě vymiźı právě v okamžićıch, kdy je elektrické pole maximálńı a
naopak.

Pozn. Mluv́ıme o rovinné vlně proto, že mı́sta, kde E⃗ a B⃗ nabývaj́ı stejné hodnoty, tedy mı́sta kde parametr n⃗.r⃗ − ct
nabývá konstantńı hodnoty, jsou určena rovnićı n⃗.r⃗ = konst., což je rovnice roviny. Maxwellovy rovnice tedy zároveň určuj́ı
analytické (jde o vlněńı) i algebraické vlastnosti řešeńı (vlněńı je př́ıčné).

Směr vektoru E⃗ charakterizuje polarizaci vlny. Pokud je neměnný, mluv́ıme o lineárńı polarizaci. U vlny harmonického
pr̊uběhu se zavád́ı též kruhová př́ıp. eliptická polarizace (viz optika).

Pro rovinnou vlnu je snadné spoč́ıst jak hustotu energie

w = 1
2ϵ0

(
E⃗2 + 1

ϵ0µ0
B⃗2

)
= 1

2ϵ0
(
E⃗2 + c2B⃗2

)
= ϵ0c

2 |⃗a ′|2 , (41)

i Poynting̊uv vektor
S⃗ = c a⃗ ′ ×

(
1
µ0
n⃗× a⃗ ′

)
= c

µ0
|⃗a ′|2n⃗ = w c⃗ . (42)

Tuto úměru lze chápat tak, že rovinná vlna představuje transport energie w rychlost́ı c⃗ = n⃗c doprovázený hybnost́ı elek-
tromagnetického pole g⃗ = wn⃗/c.

Pro
A⃗ = E⃗

c|⃗k|
ei|⃗k|(n⃗.r⃗−ct) (43)

dostáváme harmonickou rovinnou vlnu

E⃗ = E⃗ei(k⃗.r⃗−ωt) cB⃗ = n⃗E⃗ei(k⃗.r⃗−ωt) (44)
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OPAKOVÁNÍ: Greenova funkce vlnová rovnice ve volném prostoru
Literatura [Zangwill:20.3.1] a [Kvasnica]

Př́ıklad: Výpočet (
∆ − 1

c2
∂2

∂t2

)
1

4πϵ0

∫
ρ(x⃗′, t− |x⃗−x⃗′|

c )
|x⃗− x⃗′|

d3x′

Zářivé elektromagnetické pole
Literatura [Zangwill: 16.9, 20.7.1-2]

Velký význam řešeńı Maxwellových rovnic představuj́ıćıch elektromagnetické pole vyzařované nějakým objektem.
Liénard Wiechert sice nalezli potenciál pro pohybuj́ıćı bodový náboj, ze kterého je možné spoč́ıst E i B, nicméně

jde o pole velmi komplikované (zejména E) a prováděńı limity pro zdroje v podobě časově proměnného elektrického a
magnetického dipólu je pracné.

Hertzovy vektory
Maxwellovy rovnice pro potenciály A,Φ jsou nehomogenńı vlnové rovnice

□A = −µ0j (45)

□Φ = − 1
ϵ0
ρ (46)

jen pokud potenciály splňuj́ı Lorenzovu kalibračńı podmı́nku

∇.A + 1
c2 ∂tΦ = 0. (47)

Jinak řečeno, nalezeńı řešeńı (45) pro nějaký zdroj nezaručuje nalezeńı řešeńı Maxwellových rovnic.
Je běžné homogenńı rovnice, jako je (47), automaticky vyřešit zavedeńım potenciál̊u, které rovnice automaticky splňuj́ı

např. v d̊usledku r̊uzných identit. Konkrétně rovnici (47) lze splnit takto

A = ∇ × Π(mag), Φ = 0, (48)

a nebo

A = 1
c2 ∂tΠ(el), Φ = −∇ · Π(el). (49)

Oba Hertzovy vektory, magnetický a elektrický, připomı́naj́ı Helmholtz̊uv rozklad vektorového pole na skalárńı a vektorový
potenciál, nicméně jen vzácně potřebujeme hledat rozklad daného pole do Hertzových vektor̊u. Jejich užitečnost spoč́ıvá
v tom, že potenciály A,Φ automaticky splňuj́ı Maxwellovy rovnice pokud jsou dány Hertzovými vektory Π(mag) a Π(el)

řeš́ıćımi rovnice

□Π(mag) = −µ0M, (50)

resp.

□Π(el) = − 1
ϵ0

P. (51)

To, že veličiny na pravých stranách těchto rovnic jsou právě magnetizace M, resp. polarizace P lze zjistit porovnáńım s
výrazy pro polarizačńı a magnetizačńı proudy. Připomeňme, že Maxwellovy rovnice se zdroji

∇ × H − ∂tD = j, (52)
∇ · D = ρ, (53)

po dosazeńı

H = µ−1
0 B − M, (54)

D = ϵ0E + P, (55)
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jasně ukazuj́ı na vázanou proudovou a nábojovou hustotu tvořenou M a P

∇ × B − 1
c2 ∂tE = µ0 (j + ∇ × M + ∂tP) , (56)

∇ · E = ϵ−1
0 (ρ− ∇ · P) . (57)

Pole elektrického dipólu
Povšimněme si, že elektrický dipól můžeme popsat polarizaćı

P(t,x) = p(t) δ3(x). (58)
Jedna z interpretaćı tohoto vztahu je limita menš́ıch a menš́ıch polarizovaných kuliček, kde při zmenšováńı zachováváme
jejich celkový elektrický dipólový moment p. Také lze ukázat, že (58) představuje limitu konečného dipólu tvořeného dvěma
opačnými náboji, nebot’ pro nábojová hustota daná polarizaćı ρ = −∇ · P je

ρ = −∇ · (p δ3(x)) = −p · ∇δ3(x). (59)
Operace p · ∇f představuje derivaci ve směru a v nejjednodušš́ı představě o derivaci při použit́ı rozkladu p = Qϵ máme

p · ∇f(x) = |p| lim
ϵ→0

1
|ϵ|

(
f(x + ϵ) − f(x)

)
. (60)

Proto nábojová hustota (59) představuje dva opačné náboje Q reprezentované delta-funkcemi, přičemž +Q se nacháźı v
počátku souřadnic a náboj −Q pak v x = −ϵ.

Vı́me, že nehomogenńı vlnová rovnice □f = −g(t, x) má (retardované) řešeńı v podobě integrálu

f(x) = 1
4π

∫
g(t− |x−x′|

c ,x′)
|x − x′|

d3x′. (61)

Proto pro časově závislou polarizaci P(t,x) máme Hertz̊uv vektor

Π(el)(t,x) = 1
4πϵ0

∫ P(t− |x−x′|
c ,x′)

|x − x′|
d3x′. (62)

po dosazeńı (58) tak máme

Π(el)(t,x) = 1
4πϵ0

∫ p(t− |x−x′|
c )δ(x′)

|x − x′|
d3x′ = 1

4πϵ0
p(t− |x|

c )
|x|

. (63)

Následně můžeme spoč́ıst potenciály s použit́ım (49), ∇ · w(|x|) = w′ · ∇|x| a c−2 = µ0ϵ0 dostaneme

A(t,x) = µ0

4π
ṗ(t′)
|x|

, (64)

ϕ(t,x) = 1
4πϵ0

[
p(t′) · x

|x|3
+ 1
c

x · ṗ(t′)
|x|2

]
. (65)

Zde ṗ označuje časovou derivaci vzhledem k retardovanému času t′ = t− |x|/c.
Můžeme pozorovat, že (a) pro statické ṗ = 0 dostáváme obvyklé elektrostatické pole dipólu, (b) členy zp̊usobené časovou

změnou ṗ ̸= 0 ubývaj́ı do r → ∞ pomaleji a (c) prostorová změna ∇ · p(t′) = c−1 n · ṗ(t′) ̸= 0.
V daľśım kroku spoč́ıtáme

E(t,x) = −∂tA − ∇Φ = + 1
4πϵ0

[
3 n n·p − p

|x|3
+ 1
c

3 n n·ṗ − ṗ
|x|2

+ 1
c2

n n·p̈ − p̈
|x|

]
, (66)

B(t,x) = ∇ × A = µ0

4π

[
ṗ × n
|x|2

+ 1
c

p̈ × n
|x|

]
. (67)

Ve výsledném poli můžeme rozeznat statické pole úměrné p a radiačńı TEM pole Brad,Erad úměrné p̈. Je d̊uležité, že
cBrad = n × Erad, Erad = −n × cBrad, (68)

tedy že velmi daleko má kulová vlna TEM charakter a že obě pole Erad,Brad ubývaj́ı jen jako 1/r. Má smysl definovat
radiačńı zónu jako oblast dost daleko r > Lrad, aby bylo možno zanedbat jiné než radiačńı části pole.

Ze tvaru (67) je jasně vidět, že B · n = 0, pokud u kulové vlny směr š́ı̌reńı dodefinujeme i mimo radiačńı zónu jako n,
vid́ıme, že jde o TM vlnu.
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Vyzařovaćı diagram elektrického dipólu

Radiačńı pole má d̊uležitou vlastnost a to směrové rozložeńı vyzařovaného EMP. Všimneme-li si, že faktor n n ·p̈ − p̈ =
n×(n×p̈) = (n n−1) ·p̈. Posledńı varianta tohoto vztahu použ́ıvá diadický součin (n n)ij = ninj ,1ij = δij a jasně ukazuje
na to, že radiačńı část elektrické pole je opačně orientovaná př́ıčná projekce p̈ vzhledem ke směru n. TEM charakter daný
(68) pak

S = µ−1
0 E × B ≈ |Erad|2

Z0
n, (69)

kde Z0 =
√
µ0/ϵ0 ≈ 376.73 Ω je tzv. impedance vakua. Vztah popisuje odnášeńı energie od zdroje, druhá mocnina

neumožňuje otočit směr S. Původ znaménka je v retardovaném řešeńı (61).
Pro bodový dipól odpov́ıdá sféře o daném poloměru tentýž retardovaný čas a v radiačńı zóně tedy na celé sféře je EMP

určeno jedninou hodnotou p̈(t− r/c). Na takové sféře má dobrý smysl definovat úhel θ̃ sevřený n a p̈ a poté psát

Srad = |p̈ × n|2

(4π)2ϵ0c3
n
r2 . = |p̈|2

(4π)2ϵ0c3 sin2 θ̃
n
r2 . (70)

Snadno lze i spoč́ıst tok výkonu takovou sférou protože středńı hodnota přes sféru ze sin2 θ̃ je 2/3 a tedy

Prad(t) =
∮

Srad · dS = 1
4πϵ0

2|p̈(t− r/c)|2
3c3 . (71)
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Obrázek 1: Pole Erad znázorněné za pomoci vektor̊u a siločar. Délky vektor̊u jsou pro názornost vynásobeny r.

Pole magnetického dipólu
Pro magnetický dipól s M = m δ(3)(x) podobně dostáváme

Π(mag)(t,x) = µ0

4π
m(t− |x|

c )
|x|

. (72)

Tentokrát Φ = 0 a vektorový potenciál

A = ∇ × Π(mag) = µ0

4π
m × n

|x|2
+ µ0

4π
1
c

ṁ × n
|x|

. (73)

Vid́ıme opět statické pole magnetického dipólu doplněné o ‘radiačńı’ část. Kdybychom př́ımo hledali řešeńı vlnové rovnice
□A = 0 popisuj́ıćı rozb́ıhaj́ıćı kulovou vlnu, dostali bychom právě takové A. Sice bychom nejprve mohli zkusit jednodušš́ı
(d’Alembertovu) formu A = f(t − r/c)/r, ale ta nesplňuje Lorenzovu kalibračńı podmı́nku, která pro Φ = 0 má tvar
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Obrázek 2: Celkové pole E podle (66) znázorněné za pomoci vektor̊u a siločar. Délky vektor̊u jsou pro názornost vynásobeny
r.

∇ · A = 0. Vyžadováńım této podmı́nky bychom skončili u tvaru (73), použit́ım Hertzových vektor̊u jsme si toto hledáńı
ulehčili.

Elektromagnetické pole je pak

B(t,x) = + µ0

4πϵ0

[
3 n n·m − m

|x|3
+ 1
c

3 n n·ṁ − ṁ
|x|2

+ 1
c2

n n·m̈ − m̈
|x|

]
, (74)

E(t,x) = −µ0

4π

[
ṁ × n

|x|2
+ 1
c

m̈ × n
|x|

]
. (75)

Zat́ımco u monopólových zdroj̊u Maxwellovy rovnice nejsou symetrické, pro dipólové zdroje pozorujeme kompletńı dualitu,
od elektrického dipólového TM pole se k TE poli magnetického dipólu dostaneme transformaćı

p → c−1m, (76)
E → cB, (77)
B → −c−1E. (78)

Vyzářený výkon pak je

Prad = µ0

4π
2|m̈|2

3c3 . (79)

Poznámka: Pro dipól tvořený malou proudovou kruhovou smyčkou máme m(t) = πa2√
2Ieff sinωt ez je vystředovaný

vyzářený výkon Prad = RradI
2
eff , kde

Rrad = π

6

(
2πa
λ

)4
Z0. (80)

Interpretace je taková, že v d̊usledku vyzařováńı se v náhradńım schématu v sérii s reaktanćı malé smyčky a ≪ λ objev́ı
reálný (činný) odpor Rrad . Obdobný vztah pro elektrický dipól zat́ım odlož́ıme.

Dipólové zdroje
Povšimněme si, že uvažované dipólové zdroje lze popsat pomoćı náboj̊u a proud̊u

ρ = −∇ · P (81)
j = ∇ × M + ∂tP (82)
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Obrázek 3: Celkové pole E podle (66) pro p(t) představuj́ıćı impuls a otáčej́ıćı se dipól. Délky vektor̊u jsou pro názornost
vynásobeny r.

Elektrický dipól P = p δ3(x) odpov́ıdá tedy zdroji

ρ = −p · ∇δ3(x), (83)
j = ṗ δ3(x). (84)

Elektrický dipól resp. M = m δ(3)(x) pak dá

ρ = 0, (85)
j = −m × ∇δ3(x). (86)

Obrázek 4: a) Nábojová a proudová hustota odpov́ıdaj́ıćı bodovému elektrickému dipólu. b) Proudová hustota odpov́ıdaj́ıćı
bodovému magnetickému dipólu.

Hertz̊uv dipól
Literatura [Zangwill: 20.6]
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Studium pole urychleného náboje ukázalo vznik elektromagnetického zářeńı z pohledu individuálńıho náboje. Velmi
často ovšem vlny vznikaj́ı koordinovaným pohybem velkého množstv́ı náboj̊u. Důležitým modelem tohoto procesu je tzv.
Hertz̊uv dipól.

Př́ımý vodič (šedivě) dané délky je uprostřed přerušen a je zde napájen ze zdroje stř́ıdavého proudu. Za zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u má
proud podlél vodiče podobu stojatého vlněńı (viz text). Vykresleny jsou pr̊uběhy pro tři frekvence.

Viděli jsme již u skinového jevu, že určeńı prostorového rozložeńı proudu ve vodiči vyžaduje řešeńı Maxellových rovnic.
Pro pochopeńı chováńı drátové antény ovšem zkuśıme přepokládat, že proud v tenkém vodiči se chová podobně jako proud
doprovázej́ıćı TEM vlnu a tedy, že na konci takového vodiče se proudová vlna odraźı a pozorujeme stojaté vlněńı. Vodič
délky 2d je uprostřed přerušen a je zde napájen ze zdroje stř́ıdavého proudu. Potom bude harmonický proud podél vodiče
rozložen podle

I(z, t) = I0e
−iωt sin [k(d− |z|)] . (87)

Jako obvykle k = ω/c. (Pozn. Rozmyslete si, že pro malé frekvence popisuje toto rozložeńı u velmi tenkého vodiče proud
doplňuj́ıćı směrem od př́ıvod̊u uprostřed náboj rozprost́ıraj́ıćı se na vodiči – z elektrostatiky m.j. v́ıme, že na takovém vodiči
je konstnatńı lineárńı nábojová hustota.)

Budeme řešit vlnovou rovnici ve frekvenčńı oblasti

□A⃗ = −µ0j⃗, (88)

jej́ıž řešeńı má, jak v́ıme, podobu

A⃗ = µ0

4π

∫
eik|r⃗−r⃗′|

|r⃗ − r⃗′|
j⃗(r⃗′) d3r′ .= µ0

4πr

∫
eik|r⃗−r⃗′ |⃗j(r⃗′) d3r′. (89)

Již zde jsme využili toho, že daleko od centra je |r⃗ − r⃗′| ∼ r pomalu se měńıćı funkce. To ovšem neplat́ı pro komplexńı
exponenciálu. Zde užijeme

|r⃗ − r⃗′|2 = (r⃗ − r⃗′) · (r⃗ − r⃗′) = r2 + r′2 − 2r⃗ · r⃗′ (90)

|r⃗ − r⃗′| = r

(
1 − 2

r2 r⃗ · r⃗′ + r′2

r2

)1/2
.= r − n⃗ · r⃗′, n⃗ = r⃗

r
. (91)

Odsud
A⃗
.= µ0

4π
eikr

r

∫
e−ikn⃗·r⃗′

j⃗(r⃗′) d3r′. (92)

Faktor před integrálem (zejména pak po doplněńı o časovou závislost e−iωt jasně popisuje odcházej́ıćı slábnoućı sférickou
vlnu. Integrál již záviśı jen na směru n⃗ a popisuje vyzařovaćı charakteristiku naš́ı idealizovné dipólové antény. Dále pokroč́ıme
nahrazeńım j⃗(r⃗′) d3r′ = I(z′)dz′e⃗z a dosazeńım n⃗ · r⃗′ = z′ cos θ. Je tedy třeba spoč́ıst∫ d

−d

eikz′ cos θ sin [k(d− |z′|)] dz′ = 2
∫ d

0
cos (kz′ cos θ) sin [k(d− z′)] dz′

= 2
k sin2 θ

[cos(kd cos θ) − cos(kd)]

Tak dostáváme vektorový potenciál

A⃗
.= µ0I0

2π
ei(kr−ωt)

kr

cos(kd cos θ) − cos(kd)
sin2 θ

e⃗z. (93)

Pracujeme v Lorentzovskzé kalibraci a pro naše harmonicky časově závislá pole bychom mohli potenciál ϕ dopoč́ıst z
kalibračńı podmı́nky. Protože jsme ale v odvozeńı předpokládali, že se zaj́ımáme jen o radičńı zónu, můžeme spoč́ıst
E⃗ = −n⃗× cB⃗.
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Lze snadno vidět s použit́ım ∇ × [f(r⃗)e⃗z] = ∇f × e⃗z, že jediný člen ubývaj́ıćı s 1/r vznikne derivováńım exponenciály.
Dále je ∇eikr = ikn⃗ a n⃗× e⃗z = e⃗r × e⃗z = (sin θe⃗R + cos θez) × e⃗z = − sin θ e⃗ϕ a tedy radiačńı část magnetického pole je

B⃗rad
.= −µ0I0

2π
iei(kr−ωt)

r

cos(kd cos θ) − cos(kd)
sin θ e⃗ϕ. (94)

V radiačńı zóně je E⃗ = −n⃗× cB⃗ a Poynting̊uv vektor S⃗ = E⃗ × H⃗ = µ−1
0 (−n⃗× cB⃗) × B⃗ = cµ−1

0 |B⃗|2n⃗, tedy pro vyzařovaćı
charakteristiku dostaneme

r2 <n⃗ · S⃗>= dPrad

dΩ = 1
2
µ0cI

2
0

4π2

(
cos(kd cos θ) − cos(kd)

sin θ

)2
. (95)

Tato hodnota nezáviśı na ϕ a lze ji tedy snadno zachytit graficky. Nezapomeňme, že anténa je dlouhá 2d, tedy pro anténu
dlouhou ξ-násobek vlnové délky 2d = ξλ = ξ(2π)/k, tedy kd = πξ.

Vyzařovaćı charakteristika bodového dipólu (vlevo), idaelizované drátové dipólové antény s délkou λ/2 (uprostřed), a 3/2λ (vpravo).

Jak se skutečnost, že anténa vyzařuje energii jev́ı zdroji, jenž do antény dodává proud? Z jeho pohledu má anténa
reálnou část impedance. Připomeňme, že ideálńı kondenzátor (což je limita malých frekvenćı) odeb́ırá čistě jalový výkon.
Při rostoućıch frekvenćıch bude z pohledu zdroje stř́ıdavého proudu nutno přidat do obvodového schématu sériový odpor.
Jeho hodnota bude taková, aby v něm došlo právě ke “spáleńı” vyzářeného výkonu. Protože svorkami protéká proud, který
dostanem dosazeńım z = 0 do (87), urč́ıme tuto hodnotu z rovnosti

1
2RradI

2
svork = 1

2RradI
2
0 sin2(kd) =

∫
dPrad

dΩ dΩ. (96)

Pro v praxi d̊uležitý p̊ulvlnný dipól vyjde 73Ω. Povšimněte si, že tato úvaha nefunguje pro celovlnný dipól, pro něj by Isvork
vyšlo nulové. To proto, že jsme proudové pole podél antény předepsali bez ohledu na splněńı rovnic pole.

Vyzařovaćı odpor dipólové antény z Larmorovy formule

V našem prvńım pokusu popsat vyzařováńı objektu popsaného obvodovými veličinami jsme uvažovali proudovou smyčku
a źıskali souvislost mezi proudem smyčkou a radiačńım polem.

Podobně lze postupovat pro malý elektrický symetrický dipól. V tomto př́ıpadě nemáme jednoduchou relaci mezi
přiváděným proudem a dipólovým momentem, takže je třeba ji hledat. Prvńı aproximace dá pro dipól délky d podél
osy z ∈<−d/2, d/2> pr̊uběh proudu

I(z) = Q̇(t)
(

1 − 2 |z|
d

)
, (97)

tedy předpokládáme takovou lineárńı závislost na z, že na konćıch antény proud vymiźı a ve středu, kde je připojen jeho
zdroj, je proud zadán, pro pohodĺı jsme k popisu použili do antény pumpovaný náboj Q nikoli př́ımo proud. Lineárńı
rozložeńı proudu podél dipólu je pouze předpoklad a neńı splněn ani když d ≪ λ – v d̊usledku vlastńı kapacity je pobĺıž
centra o něco vyšš́ı, na celkovém dipólovém momentu se to projev́ı jen málo. Z rovnice kontinuity

dλ

dt
+ dI(z)

dz
= 0 (98)

dostáváme lineárńı nábojovou hustotu
λ(z) = 2

d
Q(t) sgn(z). (99)

Nyńı je snadné spoč́ıst dipólový moment pz =
∫
z λ(z) dz = Qd/2. Pro harmonický pr̊uběh proudu (a náboje) dostáváme

|p̈z| = ω2|pz| = ω|I|d/2 a tedy vyzářený výkon je

P (t) = 1
4πϵ0

d2

6c3 |Q̈|2 (100)
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a tedy pro harmonický pr̊uběh

P (t) = Z0
π

6

(
d

λ

)2
I2

eff . (101)

Vyzařováńı idealizované dipólové antény v časovém obraze
Při výpočtech jsme doposud použili několik přibĺıžeńı: jednak jsme předpokládali podobu proudového pole v dipólové anténě
a pak jsme také doposud poč́ıtali elektromagnetické pole v radiačńı zóně.

Druhé omezeńı lze vyřešit t́ım, že pole v celém prostoru a tedy i bĺızko zdroje můžeme zkonstruovat jako superpozici
přesných řešeńı Maxwellových rovnic popisuj́ıćıch rozb́ıhavou vlnu

E⃗0(x⃗) = f(r − ct)
r sin θ e⃗θ, B⃗0(x⃗) = f(r − ct)

cr sin θ e⃗ϕ. (102)

Vid́ıme, že jde o variantu TEM vlny, protože cB⃗ = n⃗ × E⃗. Snadno ověř́ıme, že mimo osu z pole řeš́ı Maxwellovy rovnice.
Co řešeńı popisuje, urč́ıme zkoumáńım jeho chováńı v bĺızkosti osy z, kde se zřejmě nacházej́ı zdroje. Ty maj́ı podobu
nábojové hustoty λ = 2πϵ0f(r− ct) sign z, protože na ose z plat́ı e⃗θ · e⃗R = sign z. Tuto nábojovou hustotu doprováźı proud
I = 2πϵ0cf(r − ct). Protože plat́ı I = ±cλ, jde o pole signálu v podobě proudu a náboje posouvaj́ıćıho se rychlost́ı světla
podél osy z. (Samozřejmě jde o rychlost vzruchu, vodivostńı náboje, které λ a I zprostředkovávaj́ı, se pohybuj́ı jen velmi
pomalu.)

Pokud potřebujeme nalézt pole tenkého konečného dipólu stač́ı si povšimnout, že aby proudové pole vymizelo pro |z| > d
muśıme přidat na konce dipólu daľśı zdroje proudu časově zpožděné. Ty zař́ıd́ı, že I(|z| > d), jenomže zp̊usob́ı, že podél
osy se bude proudová vlna š́ı̌rit zpět do centra. Proto tam muśıme přidat čtvrtý člen, který popisuje absorpci vlny v mı́stě
napájeńı dipólové antény

I(t, z) = 2πϵ0c [f(|z| − ct) − f(|z − d| + d− ct) − f(|z + d| + d− ct) + f(|z| + 2d− ct)] (103)

Podobně např.

E⃗dip(t, x⃗) = E⃗0(t, x⃗) − E⃗0(t− d/c, x⃗− d⃗) − E⃗0(t− d/c, x⃗+ d⃗) + E⃗0(t− 2d/c, x⃗). (104)

Je pozoruhodné, že pro f(t − r/c) = Θ(t − r/c) dostaneme proces nab́ıjeńı rozlehlého drátového dipólu který v oblasti
r ≪ ct − d dá elektrostatické pole dvojice opačně nabitých úseček. To ukazuje na problém této aproximace: nejde o pole
dvojice opačně nabitých úsek̊u lineárńıho vodiče, protože na ose z neplat́ı Ez = 0.

To se může zdát divné, protože pole E⃗0 mı́̌ŕı ve směru e⃗θ, který je k na ose z kolmý k e⃗z. Protože plat́ı, že e⃗θ =
cos θe⃗R − sin θe⃗z a protože E0 má ve jmenovateli sin θ, vyjde nicméně Ez(sin θ = 0) ̸= 0.

Skutečnost, že na povrchu našeho nekonečně tenkého vodiče nevymiźı Ez vede k tomu, že část vyzařované energie vycháźı
v tomto modelu z osy z, zat́ımco v okoĺı dokonalého vodiče je výkon trasportován podél jeho povrchu a tedy veškerá energie
pocháźı ze zdroje proudu tedy z mı́sta napájeńı dipólové antény.
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Obrázek 5: Nahoře: Rozložeńı proudu (červená čára) a náboje podél (modře) osy z. Uprostřed: Jimi buzené elektromag-
netické pole (siločáry udávaj́ı elektrické pole, barva znaménko a velikost Bϕ). Dole: Pole Poyntingova vektoru. Sloupce
odpov́ıdaj́ı čas̊um ct/d = 0.6, 1.6, 2.6 pro f(r′) = Θ(r′). Heavisideova funkce zhruba modeluje proces nab́ıjeńı drátové
dipólové antény po připojeńı zdroje stejnosměrného napět́ı na jej́ı svorky.
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Řešeńı Maxwellových rovnic respektuj́ıćı okrajové podmı́nky na ideálńım
vodiči
Literatura [Jackson 9.4.B, Orfanidis 21.1]

Vı́me, že v mnoha situaćıch je vlnové rovnice

□A = −µ0j, (105)

□Φ = − 1
ϵ0
ρ, (106)

kde potenciály splňuj́ı Lorenzovu kalibračńı podmı́nku ∇.A + 1
c2 ∂tΦ = 0 doplněna hraničńımi podmı́nkami, které určuj́ı,

jaké proudy je třeba na pravé straně (105), (106). U vlnovod̊u uvid́ıme, že lze hledat polńı řešeńı ze symetrie problému a
následně proudy určit z hodnot poĺı na rozhrańı vodič-vakuum.

Alternativně lze považovat proudové pole za neznámou veličinu a s využit́ım linearity problému jej pak určit právě z
hraničńıch podmı́nek. Nejjednodušš́ım a zároveň d̊uležitým problémem je vyzařováńı jednoduché dipólové antény.

z

a

z=-L/2 z=+L/2

Obrázek 6: Uvažovaný dipól má tvar pláště válce rozděleného tenkou mezerou na dvě poloviny. Plošný proud na jeho
povrchu teče ve směru osy válce.

Předpokládáme, že má tvar válce R = a, |z| < L/2, kde R,ϕ, z jsou válcové souřadnice. V rovině z = 0 bude umı́stěn
zdroj napět́ı, který poṕı̌seme později. Proudy maj́ı harmonický pr̊uběh a vyskytuj́ı se jen na plášti válce S a v souladu se
symetríı je j⃗plos = jplos

z e⃗z = (2πa)−1I(z)e⃗z. Tedy na povrchu válce je

Az(R = a, ϕ, z) = µ0

4π

∫
S

I(z′)
2πa

eikR

R
dS, R =

√
(z − z′)2 + 2a2(1 − cosϕ′), (107)

kde R je vzdálenost mezi dvěma body na povrchu válce se souřadnicemi R = a, ϕ = 0, z a R′ = a, ϕ′, z′ a dS = adϕ′dz′.
Předpokládáme, že všechny polńı veličiny jsou ∼ e−iωt a tak z Lorenzovy kalibračńı podmı́nky dostaneme c−2iωΦ = ∂zAz

a následně pak spočteme tečnou složku elektrického pole na povrchu vodiče

Ez(z) = −∂zΦ − ∂tAz = − c2

iω

(
∂zz + ω2

c2

)
µ0

4π

∫ L/2]

−L/2

[
1

2π

∫ 2π

0

eikR

R
dϕ′

]
I(z′)dz′, (108)

tedy (za použit́ı Z0 =
√
µ0/ϵ0 a k = ω/c)

Ez(z) = i

k

Z0

4π
(
∂zz + k2) ∫ L/2

−L/2

[
1

2π

∫ 2π

0

eikR

R
dϕ′

]
I(z′)dz′ = i

k

Z0a

4π
(
∂zz + k2) ∫ L/2

−L/2
K(z, z′)I(z′)dz′. (109)

Tato rovnice se nazývá Pocklingtonova (1897). Pokud bychom studovali, jak se chová př́ımý vodič v poli elektromagnetické
vlny, vyžadovali bychom, aby byla nulová superpozice elektrické složky pole proud̊u a pole dopadaj́ıćı vlny. Zde se budeme
zabývat situaćı, kdy válcový vodič představuje vyśılaj́ıćı anténu. V jej́ım středu je válcová plocha přerušená a je zde umı́stěn
zdroj napět́ı U . Tomu odpov́ıdá elektrické pole Ez(z) = −Uδ(z), tedy

(
∂zz + k2)

K̂I = i
4πk
Z0

Uδ(z). (110)

Zde jsme integrálńı operátor nahradili symbolem K̂.
Funkce K(z, z′) = K(|z − z′|) představuje tzv. jádro integrálńıho operátoru. Pr̊uběh funkce K(|z − z′|) je na Obr. 7.
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Obrázek 7: Reálná (singulárńı) a imaginárńı část funkce K(z−z′) pro L = λ a a = L/30. I přes singulárńı chováńı v z = z′,
funkce K(|z − z′|) patř́ı do L1.

Formálně můžeme psát

K̂I = i
4πk
Z0

U
(
∂zz + k2)−1

δ(z). (111)

Snadno zjist́ıme, že (
∂zz + k2)

(A cos kz +B sin k|z|) = 2Bkδ(z)

(Zde rovnou předpokládáme symetrické rozložeńı proud̊u na anténě, bez tohoto předpokladu bychom ńıže museli zkoumat
zvlášt’ řešeńı pro z < 0 a zvlášt’ pro z > 0 takže bychom dostali v́ıce rovnic, jejichž řešeńı by pak m.j. dalo i tuto symetrii.)
Tak dostaneme Hallénovu rovnici (1938)

K̂I = i
2π
Z0
U sin k|z| +A cos kz. (112)

Neznámou je i zde proud I(z) = I(|z|) pro |z| < L/2. Je obvyklé takovéto rovnice řešit přechodem k konečně-rozměrnému
podprostoru funkćı, tedy položit

I(z) =
∑

j

Ijψj(z), sin k|z| =
∑

j

sjψj(z), cos kz =
∑

j

cjψj(z), 0 < z < L/2. (113)

Bázové funkce zvoĺıme Čebyševovy polynomy Tj(s) posunuté z intevalu s ∈ (−1, 1) na interval z ∈ (0, L/2)

ψj(z) = Tj

(
4 |z|
L

− 1
)
. (114)

(Zlaté pravidlo aproximace funkćı na konečném intervalu: Použij Čebyševovy polynomy.) Máme-li funkci f(s), pak koefi-
cienty fj konečné aproximace f(s) =

∑n
j=0 fjTj(s) nalezneme nejsnáze diskrétńı cosinovou transformaćı (DCT) {fj} =

DCT−1{f(sk)}, protože Tj(s) = cos(j arccos s) (nejkratš́ı definice Čebyševových polynomů) dostaneme položeńım s = cos t

f(cos t) =
n∑

j=0
fj cos(jt).

Zde sk = cos tk a tk = πk/n, k = 0, 1, 2, ..., n pokrývaj́ı rovnoměrně interval <0, π>. Proto hledáńı koeficient̊u výpočet
náročných integrál̊u nebo řešeńı soustav rovnic efektivně nahrad́ı slavný algoritmus podobný rychlé Fourierově transformaci
(FFT).

Ten je v programu Mathematica implementován ve funkci FourierDCT a tak následuj́ıćı funkce spočte koeficienty {fj}
pro libovolnou funkci f(s), kde s ∈ (−1, 1), a řád aproximace n:
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Obrázek 8: Hezké funkce jako je třeba sin ks na tomto obrázku dokáže Čebyševova aproximace nahradit velmi dobře.
Kdybychom mı́sto n = 4 vzali o jednu v́ıce, již bychom křivky na obrázku neodlǐsili. Aproximačńı polynom se s přesnou
funkćı shoduje ve vyznačených bodech.

ChebKoeffs[n_, f_] := Module[{cnodes, fc, cc},
cnodes = N[Cos[Pi Range[0, n]/n]];
fc = Map[f, cnodes];
cc = FourierDCT[fc, 1]*Sqrt[2/n];
cc[[{1, -1}]] /= 2;
cc

]

Jako př́ıklad vezměme koeficienty sj reprezentuj́ıćı funkci f(s) = sin L
4 k(s+ 1) pro k = 11/L na Obr. 8.

Uvažujme funkci

(K̂ψj)(z) =
∫ L/2

−L/2
K(z, z′)ψj(z′)dz′ (115)

kterou můžeme také rozvinout do báze {ψk}:

(K̂ψj)(z) =
∑

k

Kkjψk(z). (116)

Tak dostáváme maticovou aproximaci rovnice (112)∑
j

KkjIj = i
2π
Z0
Usk +Ack. (117)

Tuto soustavu rovnic pro neznámé Ij je ještě třeba doplnit hraničńı podmı́nkou I(z = L/2) = 0 a množinu neznámých
rozš́ı̌rit o A.

Ukazuje se, že pro nekonečně úzkou mezeru mezi částmi dipólu je roste normálová složka elektrické intenzity na povrchu
válce ∼ U/z a tedy dostáváme nekonečnou nábojovou hustotu. Z rovnice kontinuity máme I ∼ ln |z|. Na Obr. 9 jsme využili
skutečnosti, že pro dostatečně ńızké řády rozvoje se tento detail ztrat́ı.

TEM vlna podél vedeńı
Je snadné ukázat, že

E = − [∇ψ(x, y)] ei(kz−ωt), (118)
cB = ez × E (119)
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Obrázek 9: Pr̊uběhy proudu podél dipólové antény pro dvě frekvence a řád aproximace n = 7. Nižš́ı frekvence odpov́ıdá
zhruba p̊ulvlnnému dipólu, pro který je anténa v rezonanci, což se pozná t́ım, že vymiźı imaginárńı hodnota proudu na
svorkách. Vyzařovaćı odpor vyjde po dosazeńı správných jednotek 81Ω. Na vyšš́ı frekvenci (L = λ, vpravo) se anténa chová
jako kombinace odporu a kapacity.

představuje řešeńı Maxwellových rovnic v oblasti mezi vodiči Va, (zde pro jednoduchost uvažujeme jen dva vodiče, a = 1, 2),
pokud funkce ψ splňuje Laplaceovu rovnici s okrajovou podmı́nkou

∆ψ(x, y) = 0, ψ(∂Va) = Ua. (120)

Obvykle uvažujeme symetrické vedeńı (U1 = −U2, nebo situaci, kdy vněǰśı vodič (U1 = 0) obklopuje druhý.
Pole má podobu vlny postupuj́ıćı podél vodič̊u, Maxwellovy rovnice vyžaduj́ı aby ω = ck. Proudy vodiči a napět́ı mezi

nimi maj́ı také podobu postupuj́ıćı vlny a jsou dány křivkovými integrály v rovině z = konst.

Ia = µ−1
∫

γa

B · dl, (121)

Uab = ϵ

∫
Γab

E · dl, (122)

kde Γab je křivka od povrchu jednoho vodiče k druhému, kde γa je křivka okolo př́ıslušného vodiče. Máme-li dva vodiče a
představuje-li ẑ interval vedeńı délky ℓ podél osy z, jsou

C = C1ℓ = ϵ

Uab

∫
γa×ẑ

E · dS, (123)

L = L1ℓ = 1
Ia

∫
Γab×ẑ

B · dS (124)

statická kapacita a stacionárńı indukčnost kusu vedeńı délky ℓ a C1, L1 tytéž na jednotku délky vedeńı. Souvislosti
př́ıslušných dl a dS vedou k tomu, že čtyři veličiny I, U,C, L jsou určeny geometríı vedeńı pouze skrze dva integrály∫

∇ψ · d⃗l – okolo a mezi vodiči. Proto plat́ı dva vztahy

µϵ = C1L1 = 1
c2 , (125)

U

I
=

√
L1

C1
= Z0, (126)

Z0 se nazývá impedance vedeńı.
Zat́ımco pro vlnu postupuj́ıćı jedńım směrem je poměr napět́ı a proudu dán parametry vedeńı, obecné harmonické řešeńı

je složeno z vln š́ı̌ŕıćıch se opačnými směry: U1e
i(kz−ωt) = ZI1e

i(kz−ωt), U2e
i(−kz−ωt) = −ZI2e

i(kz−ωt).
Př́ıklad: Důležitý problém představuje otázka, jak se z hlediska zdroje na začátku vedeńı o impedanci Z a délky d jev́ı

zátěž (impedance ZL) připojená na jeho konec. Pokud je Z ̸= ZL docháźı na konci vedeńı k odrazu vlny a ta zpět na
začátek doraźı z nějakým fázovým posunem a tam tak pozorujeme obecně komplexńı impedanci Zi:
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J=j1 Exp[I (k z - ω t) ] + j2 Exp[I (-k z - ω t) ]
U=Z j1 Exp[I (k z - ω t) ] -Z j2 Exp[I (-k z - ω t) ]
Solve[ {U == ZL J /. z -> d, U == Zi J /. z -> 0 }, {j2,Zi}] // FullSimplify

j2 = −j1e
2idk ZL − Z

ZL + Z
, (127)

Zi = Z
ZL − iZ tan(kd)
Z − iZL tan(kd) . (128)

Důležité jsou př́ıpady kd = π/2, π a ZL = 0,∞. Např́ıklad je vidět, že krátký kus na konci zkratovaného vedeńı se chová
jako ćıvka (indukčnosti L = L1d+O(d3)), podobně krátký kus na konci otevřeného vedeńı se chová jako kondenzátor (pro
fázový faktor e−iωt má indukčnost zápornou imaginárńı impedanci a kondenzátor kladnou!). Pro kd = π/2, tedy d = λ/4
je impedance zkratovaného vedeńı nekonečná. Vedeńı d = λ/4 impedance Z =

√
RLZi se dá použ́ıt jako “transformátor”

pro bezodrazové navázáńı dvou vedeńı odlǐsných impedanćı.
Nejprve si připomeňme, jak vypadá v naš́ı konvenci ∼ e−iωt impedance kondenzátoru. Ta je dána jako poměr napět́ı a

proudu v obvodu

CU(t)

I(t)

Protože pro U(t) = Ue−iωt je

I(t) = C
dU

dt
= −iωC U = Z−1U (129)

dostáváme pro kapacitu (a podobně ćıvku) hodnoty impedance (reaktance)

ZC = 1
−iωC

, (130)

ZL = −iωL. (131)

Pokud tedy vezmeme krátký úsek vedenńı (takže tan kd ∼ kd) a polož́ıme ZL = 0,∞ dostaneme

Zi0
.= −i Z kd = −iZ ω

c
d = −i

√
L1

C1

ω√
1

L1C1

= −i ω L1d, (132)

Zi∞
.= Z

−ikd
= ... = 1

−i ω C1d
. (133)

Krátké zkratované (ZL = 0) vedeńı se tedy chová jako indukčnost L1d, krátké otevřené vedeńı jako kapacita C1d.
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Vlnovody
Výše uvažovaná TEM vlna kv̊uli vlastnostem řešeńı Laplaceovy rovnice vyžaduje dva vodiče, zejména uvnitř dutého
válcového vodiče má řešeńı ψ ≡ konst. a TEM pole tedy vymiźı. Ze sférických vln v́ıme, že transverzálńı ET E doprováźı
složitěǰśı BT E a proto zkuśıme položit

ET E =
[
ez × ∇ψT E(x, y)

]
ei(kz−ωt), (134)

takže ∇ · ET E = 0 a magnetické pole vźıt ve tvaru (166)

BT E = 1
iω

∇ ×
{[

ez × ∇ψT E(x, y)
]
ei(kz−ωt)

}
=

[
1
iω

ez∆ψT E(x, y) − k

ω
∇ψT E(x, y)

]
ei(kz−ωt). (135)

Vektorový součin zař́ıd́ı, že
[
ez × ∇ψT E(x, y)

]
ei(kzz−ωt) = ez × ∇

[
ψT E(x, y)ei(kzz−ωt)] a tedy vlnová rovnice

0 = □ET E = ez × ∇
[
ei(kzz−ωt)

(
∆ − k2

z + ω2

c2

)
ψ(x, y)

]
(136)

dává, že ψ(x, y) muśı být vlastńı funkćı Laplaceova operátoru v rovině xy a pokud př́ıslušnou vlastńı hodnotu označ́ıme
−k2

⊥ máme

k2
⊥ + k2

z = ω2

c2 . (137)

Hraničńı podmı́nky na povrchu ideálńıho vodiče s normálou n jsou

n × E = 0, (138)
n · B = 0. (139)

Pro TE tedy máme

n × E ∼ n × (ez × ∇ψ) = ez(n · ∇ψ) = 0, (140)
n · B ∼ n · ∇ψ = 0. (141)

Obě podmı́nky tedy vedou na stejnou (Neumannovu) hraničńı podmı́nku

n · ∇ψ(∂V ) = 0. (142)

Podobně TM pole

BT M = 1
c

[
ez × ∇ψT M (x, y)

]
ei(kz−ωt), (143)

ET M = − c2

iω
∇ × 1

c

{[
ez × ∇ψT M (x, y)

]
ei(kz−ωt)

}
=

[
− c

iω
ez∆ψT M (x, y) + ck

ω
∇ψT M (x, y)

]
ei(kz−ωt) (144)

vyžaduje splněńı Dirichletovy podmı́nky

ψ(∂V ) = 0. (145)

Vlnovody jako elektromagnetické rezonátory
Je přirozené zkoumat, zda uzavřeńım vlnovodu na obou jeho konćıch v z = 0 a z = L, tedy vyžadováńım E⃗∥ = 0 a Bz = 0
vede na podmı́nky vzniku stojatého vlněńı. Pro TE dostáváme

ET E
∥ =

[
ez × ∇ψT E(x, y)

]
sin kz eiωt, B⊥ = 1

iω
∆ψT E(x, y) sin kz eiωt (146)

pro TM

ET M
∥ =

[
ck

ω
∇ψT M (x, y)

]
ei(kz−ωt) sin kz eiωt, B⊥ = 0. (147)
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Sférické elektromagnetické vlny
Literatura [Zangwill 16.8, Jackson 9.6-7]

Separace vlnové rovnice ve sférických souřadnićıch
Pro skalárńı funkci

ψ(t,x) = f(r)Ylm(θ, ϕ)e−iωt (148)

máme (k2 = ω2/c2)

□ψ =
(

∆ + ω2

c2

)
ψ = 1

r2

(
r2f ′)′ − l(l + 1)

r2 f + ω2

c2 f = 0. (149)

Př́ıslušné vlastńı funkce jsou

flm(k; r) =


jl(kr)
nl(kr)
h(1,2)(kr) = jl ± inl

(150)

Zde

jl(x) =
√

π

2xJl+1/2(x), nl(x) =
√

π

2xNl+1/2(x) (151)

a h(1), h(2) jsou sférické Besselovy (resp. Neumannovy a Hankelovy) funkce. Asymptotický rozvoj dává

Series[ SphericalHankelH1[l, r] Exp[-I t], {r, Infinity, 1}]

i

r
e−i π

2 l+i(r−t)

tedy

• h
(1)
l představuje odcházej́ıćı vlnu,

• h
(2)
l představuje přicházej́ıćı vlnu,

• jl představuje funkci regulárńı v počátku.

Vektorové harmoniky
Multipóly představuj́ı bodové zdroje elektromagnetického zářeńı, a i když jejich statické pole ubývá jako 1/rl+2, v radiačńı
zóně vždy převáž́ı zářivá část úměrná 1/r. Z rozměrových d̊uvod̊u chyběj́ıćı faktor 1/rl+1 nahrad́ı mocnina velikosti vlnového
vektoru kl+1. Spolu s duálńım polem, za kterým si lze představit magnetické multipóly, dostáváme kompletńı zářivé pole
daleko od libovolného objektu, funkce

Y(mag)
lm = x × ∇Ylm(θ, ϕ), (152)

Y(el)
lm = −n × (x × ∇Ylm(θ, ϕ)) = r∇Ylm(θ, ϕ) (153)

představuj́ı kompletńı bázi funkćı pro rozklad vektorových poĺı tečných ke sféře, tzv. vektorové harmonické funkce. Ty lze
doplnit o bázi radiálńıch vektorových poĺı

Y(rad)
lm = n Ylm(θ, ϕ). (154)
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Cvičeńı: Ukažte, že
∫

Y(el)
lm · Y∗(el)

l′m′ = l(l+ 1)δll′δmm′ . Využije ∆Ylm = −l(l+ 1)/r2 Ylm a faktu, že pro ke sféře tečná A
vymiźı integrál přes sféru

∮
∇ · A(θ, ϕ)dΩ = 0.

[Thorne, K. S. 1980, Rev. Mod. Phys., 52, 299] proto zavád́ı lépe normalizované

YB
lm = 1√

l(l + 1)
x × ∇Ylm(θ, ϕ), (155)

YE
lm = −n × YB

lm = 1√
l(l + 1)

r∇Ylm(θ, ϕ), (156)

YR
lm = n Ylm(θ, ϕ). (157)

(158)

Vektorová vlnová rovnice

Vektorová pole v separovaném tvaru splňuj́ıćı jednak vlnovou rovnici jednak vazbu nulové divergence źıskáme poté, co
vypočteme

∆Y(mag)
lm = ∆ (x × ∇Ylm(θ, ϕ)) = − l(l + 1)

r2 Y(mag)
lm , (159)

Proto pro

A = f(r)Y(mag)
lm (160)

∆A = (∆f − l(l + 1)
r2 f)Y(mag)

lm (161)

a tedy jedno separované řešeńı vlnové rovnice má podobu

BTM = flm(r)Y(mag)
lm (θ, ϕ)e−iωt, (162)

−iωETM = c2∇ × BTM, (163)

kde flm(r) je dáno (150). Protože

div
(
f(r)Y(el)

lm

)
= − l(l + 1)

r
f(r)Ylm(θ, ϕ) ̸= 0, (164)

nepředstavuj́ı př́ımo Y(el)
lm ty správné funkce pro rozvoj elektromagnetického pole a využ́ıvá se dualita:

ETE = glm(r)Y(mag)
lm (θ, ϕ)e−iωt, (165)

−iωBTE = −∇ × ETE (166)

a výsledné pole je součtem TE a TM komponenty.
Pro úplnost je třeba uvést, že

∇ ×
(
f(r) Y(mag)

lm

)
= − l(l + 1)

r
f(r) Y(rad)

lm −
(
f ′(r) + f(r)

r

)
Y(el)

lm . (167)

To dává výše použitý postup do souvislosti s [Bouwkamp & Casimir, Physica 20, 539 (1954)], kde se vycháźı z pozorováńı,
že

∆ (x · A) = x · ∆A + 2 ∇ · A (168)

a nenulové radiálńı složky x · BT E resp x · ET M tak splňuj́ı skalárńı vlnovou rovnici. Chytrou manipulaćı pak lze ukázat,
že tyto radiálńı složky poĺı určuj́ı transverzálńı složky druhého pole, např.

(x × ∇) · ET E = x · (∇ × ET E) = x · (iωBT E). (169)

Jak ṕı̌se [Jackson], úvaha o snižovańı a zvyšováńı m při p̊usobeńı

L̂ = 1
i
(x × ∇) (170)

známého z kvantové mechaniky vede k tomu, že pole ET E muśı mı́t tvar (165) ∼ L̂Ylm – právě L̂2 totiž neměńı m a skalárńı
Ylm má tedy šanci být vlastńı funćı.
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Sférická kalibrace
Ukazuje se, že výše uvedený postup je ekvivalentńı jistému triku s kalibraćı. Volbou čistě radiálńıho potenciálu A = Arer

a modifikace Lorenzovy kalibrace (∂rAr ̸= ∇ · A!)

∂rAr + 1
c2 ∂tΦ = 0 (171)

dostaneme polńı rovnici

□
Ar

r
= 0. (172)

Protože

B = ∇ × (rAr

r
er) = −x × ∇Ar

r
(173)

představuje právě (162), je Ar/r = −flm(r)Y (θ, ϕ)e−iωt. TE pak odpov́ıdaj́ı duálńımu potenciálu E = ∇×F, kde F = Frer.

Sférický elektromagnetický rezonátor
Literatura [Zangwill 19.6.3]

Hraničńı podmı́nky pro elektromagnetické pole uvnitř dokonale vodivé sféry jsou splněny pro [rflm(kr)]′r=a = 0 a
glm(r = a) = 0. Rezonančńı frekvence ωTE,TM

lm jsou tedy dány kořeny jl(ka) = 0 a extrémy [xjl(x)]′ = 0. Nejnižš́ı frekvence
pro dané a odpov́ıdá TM1m mód̊um

ka = ω

c
a
.= 2.7437.

Rozptyl rovinné vlny na dielektrické kouli
Literatura [Zangwill 21.5.2]

Důležitým klasickým výsledkem je výpočet rozptylu rovinné elektromagnetické vlny na dielektrické kouli (G. Mie 1908).
Použijeme jej jako ilustraci použit́ı vektorových harmonik (ačkoli Mie se obešel bez nich).

Protože jde o deľśı výpočet, použijeme k výpočtu program Mathematica. Nejprve definujeme vektorové harmonický

Ymag = Cross[ {r, 0, 0}, Grad[ Y[θ, ϕ], {r,θ,ϕ}, "Spherical"]]
Yel = r Grad[ Y[θ,ϕ], {r,θ,ϕ}, "Spherical"]

Následně je třeba dodat identity, které tyto harmoniky splňuj́ı. Bohužel, mnoho pravidel asociovaných s funkcemi
SphericalHarmonicY měńı l,m a tak jsou nepoužitelné v následuj́ıćım výpočtu (např. chceme aby E a B byly vyjádřeny
s použitým týchž l,m – zkuste si spoč́ıst D[SphericalHarmonicY[l, m, θ,ϕ], {θ, 2}] !). Takto zkonstruujeme pravidla
pro likvidaci druhých a vyšš́ıch derivaćı s použit́ım identity ∆Ylm = −l(l + 1)Ylm/r

2 a jej́ıch parciálńıch derivaćı

ident1 = Laplacian[ Y[θ,ϕ],{r,θ,ϕ},"Spherical"] == -l(l+1)/rˆ2 Y[θ,ϕ]
Solve[ident1, Y(2,0)[θ,ϕ]]
Yzeros = Flatten[ {

% ,
( Solve[ D[ident1,θ], Y(3,0)[θ,ϕ] ]/.% ) ,
( Solve[ D[ident1,ϕ], Y(0,3)[θ,ϕ] ]/.% )

}]

Následuj́ıćı funkce pak tato pravidla použije a výsledek uprav́ı tak, že vytkne úhlové závislosti

CY[f_] := Collect[f/.Yzeros//FullSimplify,{Y(1,0)[θ,ϕ],Y(0,1)[θ,ϕ],Y[θ,ϕ]}]

Již v́ıme, že pole rozv́ıj́ıme do TE a TM mód̊u, např. ET E je úměrné Y(mag), zat́ımco BT E (obsahuj́ıćı i radiálńı složku)
zkonstruujeme z př́ıslušné Maxwellovy rovnice pro jeho časovou derivaci s použit́ım ∂t → −iω:

Ete = f[r] Ymag
Bte = 1/(I ω) Curl[ Ete, {r, θ,ϕ}, "Spherical"] // CY

Btm = g[r] Ymag
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Etm = 1/(-I ω ϵ µ) Curl[ Btm, {r, θ,ϕ}, "Spherical"] // CY

kontrola ->(Ete - 1/(-I ω ϵ µ) Curl[ Bte, {r, θ,ϕ}, "Spherical"] /.
f->Function[r,j[ w k r] ]/.ϵ -> wˆ2 /(µ cˆ2) /.ω -> c k ) /.
j’’ -> Function[x, ( l (l+1)/xˆ2 -1 )j[x] - 2/x j’[x]] // CY

kontrola ->(Btm - 1/(I ω) Curl[ Etm, {r, θ,ϕ}, "Spherical"] /.
g->Function[r,j[ w k r] ]/.ϵ -> wˆ2 /(µ cˆ2) /.ω -> c k ) /.
j’’ -> Function[x, ( l (l+1)/xˆ2 -1 )j[x] - 2/x j’[x]] // CY

(Posledńı dva př́ıkazy jen kontroluj́ı, že ET E a BT E resp. ET M a BT M splňuj́ı Maxwellovy rovnice, na to potřebujeme aby
f, g řešily př́ıslušnou radiálńı diferenciálńı rovnici.)

Uvnitř koule máme jen regulárńı řešeńı úměrné jl(kr), µr = 1 a index lomu w = √
ϵr > 1, vně je jednak dopadaj́ıćı vlna

(opět úměrná jl(kr), viz dále) a také vlna odražená ∼ h
(1)
l (kr) a ϵr = µr = 1:

uvnitr = {
\[Epsilon] -> wˆ2/(cˆ2 \[Mu]) ,
f -> Function[ r, Dlm J[w k r] /(w k r) ],
g -> Function[ r, Elm J[w k r] /( w k r)]}

venku = {\[Epsilon] -> 1/(cˆ2 \[Mu]) ,
f -> Function[ r, A1lmTE J[k r] /(k r) + Blm H1[k r] /( k r)],
g -> Function[ r, A2lmTM J[k r] /(k r) + Clm H1[ k r]/( k r) ]}

Kde jsme definovali koeficienty transmise a odrazu Dlm, Elm a Blm, Clm. Dopadaj́ıćı vlna je určená amplitudami AT E
lm a

AT M
lm . Tyto koeficienty určuj́ı podobu dpadaj́ıćı vlny – ještě uvid́ıme, že protože ńıže budeme uvažovat dopad rovinné vlny, je

vhodné dopadaj́ıćı vlnu rozložit do jl nikoli h(2)
l . Výše jsme také použili malý trik, který zjednoduš́ı výsledné výrazy – mı́sto

sférických Besselových funkćı jl, nl, ... jsou použity funkce Jl(x) = xjl(x), Nl(x) = xnl(x), ... a to proto, že ve sférických
souřadnićıch máme lapacián ∆j = (rj)′′/r = J ′′/r a tak se vtahy s použit́ım Jl, Nl oproti těm s jl, nl o něco zjednoduš́ı.
(Přesněji řečeno je to výraz pro rotaci ET M , BT M , ale ten s lapaciánem souviśı.) I Wronskián Jl(x)H ′(1)(x)−H(1)(x)J ′(x) =
i se trochu zjednoduš́ı.

Neznámé koeficienty nalezneme řešeńım rovnic na rozhrańı. Protože µr = 1 jsou rovnice pro TE snadné (radiálńı,
nespojitá složka E zde vymiźı)

(Ete /. venku ) == (Ete/.uvnitr)
(Bte /. venku ) == (Bte/.uvnitr)
Solve[ {%,%%},{Blm,Dlm}] //Simplify //Factor
% /. J[k r] H1’[k r]-H1[k r] J’[k r]->i

Pro TM vlnu muśıme zapsat podmı́nky na rozhrańı s např. použit́ım složek

Dot[ {1,0,0},(Etm /. venku )] == wˆ2 Dot[ {1,0,0},(Etm/.uvnitr)];
Dot[ {0,1,0},(Etm /. venku )] == Dot[ {0,1,0},(Etm/.uvnitr)];
Dot[ {0,0,1},(Etm /. venku )] == Dot[ {0,0,1},(Etm/.uvnitr)];
(Btm /. venku ) == (Btm/.uvnitr);
Solve[ {%,%%,%%%,%%%%},{Clm,Elm}] //Simplify //Factor;
% /. J[k r] H1’[k r]-H1[k r] J’[k r]->i

Tak dostáváme

Blm = −A1
lm

Jl(wka)J ′
l (ka) − wJl(ka)J ′

l (wka)
Jl(wka)H

′(1)
l (ka) − wH

(1)
l (ka)J ′

l (wka)
, Dlm = A1

lm

iw

Jl(wka)H
′(1)
l (ka) − wH

(1)
l (ka)J ′

l (wka)
, (174)

Clm = −A2
lm

wJl(wka)J ′
l (ka) − Jl(ka)J ′

l (wka)
wJl(wka)H

′(1)
l (ka) −H

(1)
l (ka)J ′

l (wka)
, Elm = A2

lm

iw2

wJl(wka)H
′(1)
l (ka) −H

(1)
l (ka)J ′

l (wka)
. (175)

Tyto vztahy představuj́ı odpověd’ na otázku, jaká prošlá a rozptýlená vlna odpov́ıdá konkrétńı parciálńı vlně, např f(r) =
Blmh

(1)(kr).
Rozklad rovinné vlny do parciálńıch vln je standarńı záležitost ve vlnové mechanice, zde se ale nav́ıc přidává otázka

polarizace (t.j. TE/TM) a proto je na mı́stě pár poznámek. Rovinnou EM vlnu uvažujem ve tvaru

E = E0e
i(kz−ωt)ex, B = E0

c
ei(kz−ωt)ey. (176)
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Z ortogonality
∫

Y(mag)
lm · Y∗(mag)

l′m′ = l(l + 1)δll′δmm′ máme

A1
lm = 1

l(l + 1)

∫
E · Y∗(mag)

lm dΩ, (177)

A2
lm = 1

l(l + 1)

∫
B · Y∗(mag)

lm dΩ. (178)

Vyjádř́ıme-li ex, ey z (176) ve sférické bázi, pak obsahuj́ı členy cosϕ, sinϕ a tedy pouze členy s m = ±1 budou nenulové

A1
l±1 = ± il−1

√
2l + 1
l(l + 1)π E0, (179)

A2
l±1 = ∓ il

√
2l + 1
l(l + 1)π

E0

c
. (180)

Odvozeńı těchto amplitud ze známé generuj́ıćı formule

eikr cos θ =
∞∑

l=0
il(2l + 1)jl(kr)Pl(cos θ) (181)

zahrnuje použit́ı definic kulových funkćı, vztah̊u pro derivace Legenderových polynomů atp., lze je ale snadno ověřit pro
konkrétńı l:

LL = 4
eY = Grad[ r Sin[θ] Sin[ϕ], {r, θ, ϕ}, "Spherical"]
E0/c Exp[ I k r Cos[θ] ] eY
Dot[ %, Conjugate[Ymag] ] % /. Y -> Function[{θ, ϕ}, SphericalHarmonicY[LL, 1, θ, ϕ]];
Assuming [ k r ∈ Reals && θ ∈ Reals && ϕ ∈ Reals , Simplify [%]]
Integrate[ % Sin[θ], {ϕ, -Pi, Pi}, {θ, 0, Pi} ]
%/SphericalBesselJ[LL, k r]/(LL (LL + 1)) // FullSimplify
%/ ( Iˆ(LL) Sqrt[(2 LL + 1)/LL/(LL + 1) Pi] E0 )
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