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Úloha 1

Nalezněte hodnotu parametru q, pro kterou je

A⃗ = e⃗x
(
−6qx3 − 4(3q + 1)x2y + 3(4q + 1)xy2 − 2y3

)
+ e⃗y

(
3(4q + 1)x2y + 4(3q + 1)xy2 − 6qy3 + 2x3

)
axiálně symetrické vektorové pole. Povšimněte si, že vektorové pole B⃗ = e⃗x(x − 2y) + e⃗y(ax + by) je axiálně symetrické
jen pro a = 2 a b = 1.

Vektorové pole B⃗ pro a = 2 a b = 1.
Vektorové pole B⃗ pro a = 0, b = 1

(nikoli a = 2, b = 0 v p̊uvodńım zadáńı).

Řešeńı

Nejprve si možné varianty postupu vysvětĺıme na jednodušš́ım poli B⃗.
• Na rozd́ıl od skalárńıho pole muśıme u pole vektorového spolu s otočeńım souřadnic také otáčet složky vektor̊u. Pro

transformaci

x′ = x cos s+ y sin s, (1)

y′ = −x sin s+ y cos s, (2)

kterou zaṕı̌seme x⃗′ = Rsx⃗, tedy muśıme spoč́ıst pole B⃗′(x⃗) = R−1
s B⃗(Rsx⃗) a porovnat jej s B⃗(x⃗). Po troše úprav vyjde

B⃗′ − B⃗ = ((2− a)x′ + (1− b)y′) sin(s) e⃗x + ((a− 2)y′ + (1− b)x′) sin(s) e⃗y.

Odsud vid́ıme, že a, b musej́ı mı́t výše uvedené hodnoty, aby bylo pole B⃗ axiálně symetrické. Zároveň tento postup vyžaduje
použ́ıvat trigonometrické identity, což by pro kubický polynom A⃗ bylo pracné.

•Doporučeným postupem je tak výpočet složek vektorového pole v nějaké axiálně symetrické bázi spjaté se souřadnicemi
adaptovanými pro danou symetrii. Nejjednodušš́ı bude použ́ıt souřadnice válcové (vlastně polárńı protože v zadáńı nevy-
stupuje souřadnice z). U ortogonálńıch souřadnic použ́ıváme pro výpočet složek skalárńı součiny s bázovými poli, ty zde
vyjádř́ıme v kartézských souřadnićıch, aby se nám snáze poč́ıtaly skalárńı součiny se složkami, které také maj́ı v zadáńı
úlohy podobu polynomů v kartézských souřadnićıch,

e⃗R = R−1 (xe⃗x + ye⃗y) , e⃗ϕ = R−1 (−ye⃗x + xe⃗y) .

Proto spočteme

Br = B⃗ · e⃗r = bR+ (a− 2)
xy

R
− (b− 1)

x2

R
,

Bϕ = B⃗ · e⃗ϕ = 2R+ (a− 2)
x2

R
+ (b− 1)

xy

R
.

I zde jsme museli použ́ıt zjednodušeńı, mı́sto trigonometrické identity šlo o vztah R2 = x2 + y2. Kombinace x2 + y2 je
(až na násobek) jediná axiálně symetrická funkce ve tvaru kvadratického polynomu v x, y (přesněji homogenńı polynom,
proto konstantu neuvažujeme, i když je to také axiálně symetrická funkce). Abychom źıskali jednoznačný výraz, použili
jsme tento vztah k odstraněńı všech y2.

• Následuj́ıćı postup je jen pro ty z vás, kteř́ı již z jiných předmět̊u věd́ı, že symetrie, jako je ta axiálńı, jsou svázány
s vektorovým polem posunut́ı ξ⃗. Pro axiálńı symetrii je to ξ⃗ = −ye⃗x + xe⃗y, které dává infinitesimálńı transformaci

x⃗′ = x⃗+ ξ⃗δϕ+O(δϕ2).



Takováto posunut́ı pak také definuj́ı tzv. Lieovu derivaci Lξ⃗, která ř́ıká jak se dané pole měńı akćı ξ⃗ δϕ. Pro skalárńı

pole Φ je Lξ⃗Φ = ξ⃗ · ∇Φ. Pro vektorové pole ale Lieova derivace kromě malého otočeńı souřadnic Rδϕx⃗ zahrnuje také onu

operaci otočeńı vektoru R−1
δϕ a proto Lieova derivace vektorového pole je definována

Lξ⃗B⃗ = ξ⃗ · ∇B⃗ − B⃗ · ∇ξ⃗.

Pole P je pak (axiálně) symetrické pokud je jeho Lieova derivace Lξ⃗P = 0, přičemž jednotná podoba této rovnice pro
skalárńı, vektorová, ... pole je umožněna vhodnou definićı Lieovy derivace závisej́ıćı na druhu tenzorového charakteru P .

Tento rigorózněǰśı postup dává

Lξ⃗B⃗ = [(2− a)x+ (1− b)y]e⃗x + [(a− 2)y + (1− b)x]e⃗y

a má výhodu v tom, že nevyžaduje identifikaci axiálně symetrických skalárńıch výraz̊u, jako bylo x2 + y2. Muśı se ale
provádět derivováńı a poč́ıtat ne úplně jednoduchá kombinace vektorových výraz̊u.

Z textu výše vyplývá, že pro pole A⃗ použijeme postup doporučený na přednášce a spočteme složky AR a Aϕ a zjist́ıme,
kdy jsou to axiálně symetrické (skalárńı) funkce. Vytkeneme-li faktor 1/R jsou e⃗R, e⃗ϕ polynomy prvńıho řádu a tak výrazy
RAR a RAϕ budou homogenńı polynomy 4. řádu. Pochopitelně, axiálně symetrický polynom čtvrtého řádu v souřadnićıch
x, y je (až na násobky) jen jeden a to

R4 = (x2 + y2)2 = x4 + 2x2y2 + y4.

Tak dostaneme
RAR = −6qx4 − 2(6q + 1)x3y + 6(4q + 1)x2y2 + 2(6q + 1)xy3 − 6qy4.

Po odečteńı vhodného násobku polynomu R4 dostameme

RAR − (−6q)R4 = −2(6q + 1)xy
(
x2 − 3xy − y2

)
.

Výraz na pravé straně je axiálně symetrický, jen když je roven nule, a proto

q = −1

6
.

Zbývá ještě ověřit, zda je i složka Aϕ axiálně symetrická funkce, tedy spočteme Re⃗ϕ · A⃗ a dostameme

RAϕ = 3(6q + 1)x3y + 8(3q + 1)x2y2 − 3(6q + 1)xy3 + 2x4 + 2y4.

Dosad́ıme výše uvedenou hodnotu parametru q a źıskáme

RAϕ|q=− 1
6
= 2

(
x2 + y2

)2
,

což potvrzuje, že pro nalezenou hodnotu q je A⃗ axiálně symetrické vektorové pole.



Úloha 2

K měřeńı atmosferického elektrického pole se použ́ıvaj́ı
př́ıstroje měř́ıćı náboj indukovaný na uzemněné elek-
trodě vystavené p̊usobeńı tohoto pole. Nejsilněǰśı pole
vyvolávaj́ı bouřkové mraky, a protože v takové situ-
aci často prš́ı (padaj́ıćı kapky nesou elektrický náboj a
voda svoj́ı vodivost́ı komplikuje elektrostatická měřeńı),
je pro sńıžeńı

”
rušeńı“ př́ıstroj otočen tak, že měř́ıćı

elektroda mı́̌ŕı směrem k zemi. Přesvědčte se nalezeńım
př́ıslušného poměru, že ačkoli by podobná ochrana před
povětrnostńımi vlivy nebyla rozumná např. u dalekohledu,
zákony elektrostatiky dovoluj́ı měřit pole elektrických
náboj̊u v mraćıch i při

”
pohledu“ do země.

Uvažujte modelový problém, kdy pole neznámého
rozložeńı náboje na povrchu (zhruba) válcového př́ıstroje
nahrad́ıte polem dvou známých plošných zdroj̊u, jaké jsme
nalezli při řešeńı pole vodivého disku.
Vyberte vhodné parametry zdroj̊u, aby podle vás od-
pov́ıdaly poli uzemněného válce o poloměru a = 150mm a
výšce spodńı resp. horńı podstavy nad zemı́ z1 = 400mm
a z2 = 610mm. Zdroje v podobě disk̊u uvažované v našem
přibližném modelu umı́stěte do každé z podstav válce, u
disk̊u pak předpokládejte neznámé náboje Q1, Q2.
Dále předpokládejte, že země je rovina s potenciálem 0V a
že neporušené atmosférické pole má intenzitu Ex = Ey =
0, Ez = 600V/m.

Ukázka konstrukce měř́ıćı elektrody (vlevo) a aktuálńıho umı́stěńı
př́ıstroje v terénu (vpravo). Princip př́ıstroje spoč́ıvá v tom, že rotuj́ıćı
uzemněná clonka stř́ıdavě zakrývá a odkrývá měř́ıćı elektrodu, č́ımž do-
nut́ı neznámý, na ńı indukovaný náboj k pohybu přes měř́ıćı elektroniku.

z 2

z 1

a

Pole uzemněného válce vystaveného homogenńımu poli (vlevo) a jeho
modelu (vpravo) založeného na superpozici dvou poĺı vodivých disk̊u
(a jejich obraz̊u

”
pod zemı́“). Superponované pole samozřejmě již neńı

v mı́stě disk̊u k nim kolmé, ale jako jednoduchý model skutečného
pole válce je pro úlohu do ṕısemky dostačuj́ıćı. Povšimněte si siločar
spojuj́ıćıch oblohu a spodńı podstavu válce.

a) Jak se v rovnićıch projev́ı př́ıtomnost atmosférického elektrického pole a jak vodivá země pod př́ıstrojem?

b) Jak źıskáte rovnice pro neznámé náboje Q1, Q2? Jak tyto rovnice souvisej́ı s t́ım, že oba
”
disky“ maj́ı nahradit vodič

ve tvaru válce?

c) Jaké jsou č́ıselné hodnoty náboj̊u Q1, Q2 uvažovaných diskových zdroj̊u?

d) Jaký poměr tok̊u elektrického pole skrz horńı a dolńı podstavu válce dává váš model? Uved’te jak postup a předpoklady
výpočtu, tak i č́ıselnou hodnotu poměru. Protože jde o přibližný model, lze výpočet provést přibližně. Použitá zjed-
nodušeńı nezapomeňte zd̊uvodnit.

Řešeńı

a) Při řešeńı elektrostatických úloh máme splnit

• Polńı rovnice — to je zde snadné, protože použ́ıváme superpozici známých řešeńı polńıch rovnic elektrostatiky.
Jednak jde o pole disk̊u dle zadáńı a pak také o homogenńı elektrické pole se zadanou intenzitou E0. Tomu odpov́ıdá
elektrický potenciál Φ0 = −Ezz.

• Okrajové podmı́nky — Ty obvykle určuj́ı hodnoty potenciálu na vodič́ıch. Země je takovým vodičem a tedy muśıme
vyžadovat, aby Φ0(z = 0) = 0 (to jsme již učinili) a také použijeme zrcadlové obrazy zdroj̊u v z = −z1 a z = −z2. (V
našem přibližném modelu by dokonce stačilo mı́sto obraz̊u disk̊u umı́stit tam např. v z = (z1 + z2)/2 jediný bodový
náboj a jeho hodnotu určit z podmı́nky Φ(z = 0) = 0.)

b) V úloze nahrazujeme neznámé rozložeńı náboje na povrchu válce dvěma náboji ve tvaru disku s nábojovou hustotou
jako by měl osamocený vodivý disk. Potřebuje dvě rovnice určuj́ıćı náboje těchto dvou disk̊u. Nedokážeme zař́ıdit aby byl
potenciál všude na povrchu válce nulový (to by bylo nekonečně rovnic pro nekonečně bod̊u povrchu válce). Mı́sto toho pro
jednoduchost zvoĺıme střed horńı a dolńı podstavy válc̊u a vyžadujeme potencál odpov́ıdaj́ıćı uzmemneěńı válce

Φ(x = y = 0, z = z1) = 0, Φ(x = y = 0, z = z2) = 0. (3)

Připomeňme si, že potenciál uvažovaného jednoho vodivého disku byl

Φdisk =
Qdisk

4πϵ0a

(π
2
− arctan

s

a

)
,



kde s, v byly sferoidálńı souřadnice zavedené mj. vztahem z = s cos v. Z výše uvedeného vid́ıme, že (zat́ım) vystač́ıme s
polem na ose z kde se vztah pro s zjednoduš́ı na

s = |z|.

Po uvážeńı dvou disk̊u o stejném poloměru a, jejich zrcadlových obraz̊u a homogenńıho atmosférického pole dostaneme

Φ(x = y = 0, z) = −E0z −
Q1

4πϵ0a

(
arctan

|z − z1|
a

− arctan
|z + z1|

a

)
− Q2

4πϵ0a

(
arctan

|z − z2|
a

− arctan
|z + z2|

a

)
(4)

Dosazeńım tohoto tvaru Φ do rovnice (3) dostaneme dvě rovnice pro neznámé náboje Q1, Q2.

Q1

(
arctan

2z1
a

)
+Q2

(
arctan

|z1 + z2|
a

− arctan
|z1 − z2|

a

)
= 4πϵ0E0 az1,

Q1

(
arctan

|z2 + z1|
a

− arctan
|z2 − z1|

a

)
+Q2

(
arctan

2z2
a

)
= 4πϵ0E0 az2

c) Numerické řešeńı této soustavy rovnic dá

Q1
.
= 1.63nC, Q2

.
= 3.68nC.

d) Nejprve si rozmysĺıme, jaká zjednodušeńı můžeme použ́ıt s ćılem vyhnout se výpočtu integrál̊u pro tok elektrického
pole plochou.

Prvńı aproximace spoč́ıvá v součinu plochy a (normálové složky) elektrické intezity ve středu disku. Elektrická intenzita
na ose spočtená z (4) je

Ez(x = y = 0, z) = E0 +
Q1

4πϵ0

(
sgn(z − z2)

|z − z1|2 + a2
− 1

|z + z1|2 + a2

)
+

Q2

4πϵ0

(
sgn(z − z2)

|z − z2|2 + a2
− 1

|z + z2|2 + a2

)
. (5)

Použili jsme |x|′ = sgn x a také to, že sgn(z+z1,2) = 1 protože nad zemı́
je vždy z > 0.
Než do této rovnice dosad́ıme z = z1 − ϵ a z = z2 + ϵ a vynásob́ıme
ji ϵ0 a ∓πa2 (∓ kv̊uli orientaci podstav) abychom źıskali odhad náboje
na podstavách (a jejich poděleńım pak hledaný poměr), všimneme si, že
jeden člen ještě potřebuje upřesnit.
Uvažujme na chv́ıli pole samotného disku disku č.1. V této aproximaci
nám totiž vycháźı tok elektrického pole disku č.1 poč́ıtaný přes jeho
(spodńı) plochu jako limitu pro z → z−1

ϵ0

∫
disk(z−

1 )

E⃗ · dS⃗ .
= −ϵ0πa

2 × Q1

4πϵ0

−1

02 + a2
=

Q1

4
.

Protože siločáry směřuj́ı z disku symetricky na obě strany, měli bychom
přesně dostat Q1/2. Proto zlomky, kde se ve jmenovateli vyskytuje 02 +
a2 vynásob́ıme opravným faktorem 2 a tak źıskáme snesitelně přibližný
výraz pro náboje na podstavách

Siločáry elektrického pole nabitého vodivého disku a
jejich tok skrze stejně velký disk nacházej́ıćı se velmi
bĺızko (čárkovaná čára) a dále (tečkovaně) od něj.
Zat́ımco u bĺızkého disku dá součin plochy a intezity
uprostřed integrované plochy jen polovinu správného
výsledku, pro vzdálenost rovnou poloměru disku je to
již 86% a pro trojnásobek pak 94%.

Q′
1 = −ϵ0πa

2E0 −
Q1

4

(
−2− 1

4z21/a
2 + 1

)
− Q2

4

(
−1

(z1 − z2)2/a2 + 1
− 1

(z1 + z2)2/a2 + 1

)
,

Q′
2 = ϵ0πa

2E0 +
Q1

4

(
1

(z1 − z2)2/a2 + 1
− 1

(z1 + z2)2/a2 + 1

)
+

Q2

4

(
2− 1

4z22/a
2 + 1

)
.

Č́ıselná hodnota náboj̊u na podstavách válce Q′
1 = 0.79 nC, Q′

2 = 2.33 nC pak dává poměr

Q′
1

Q′
2

.
= 0.34 .



Úloha 3

Uvažujte kouli o poloměru a, v ńıž je celkový náboj Q sféricky symetricky rozmı́stěn tak, že potenciál elektrostatického
pole má tvar (samozřejmě, r = |r⃗| )

Φ(r) =


Ar5 +B +

C

r
0 < r <

a

4
D

r2
+ E

a

4
< r < a

.

Dále plat́ı, že nikde uvnitř koule nejsou žádné plošné ani bodové náboje. Žádné náboje se pak nenacházej́ı vně koule.
Elektrický náboj má tedy podobu objemové nábojové hustoty nenulové jen uvnitř koule.
a) Nalezněte hodnotu konstant A,B,C,D pokud znáte celkový náboj Q.

Předpokládejme nyńı, že koule je mı́rně vodivá a veškerý náboj se časem přestěhuje na jej́ı povrch.

b) Nalezněte potenciál uvnitř koule, který bude odpov́ıdat situaci, kdy všechen náboj skonč́ı na jej́ım povrchu v podobě
konstatńı plošné nábojové hustoty.
c) Nalezněte rozd́ıl energíı obou konfiguraćı pole, tedy energii, která se při stěhováńı náboje přemeńı v teplo.

Může se hodit ∫∫∫
r< a

4

rn d3x =
4π

n+ 3

(a
4

)n+3

,

∫∫∫
a
4<r<a

rn d3x =
4π

n+ 3

[
an+3 −

(a
4

)n+3
]
.

Řešeńı

a) Z Gaussovy věty vyplývá, že celkový náboj uvnitř koule je dán ve sférické symetrii jako

Q = 4πr2ϵ0Er(r = a).

Protože Er(r = a) = − ∂rΦ|r=a = 2D
a3 vycháźı

D =
aQ

8πϵ0
.

V zadáńı neńı požadováno určeńı konstanty E. To proto, že si můžeme potenciál v jednom bodě zvolit. Obvykle se bere
Φ(r = ∞) = 0, my ale pro jednoduchost zvoĺıme E = 0 a dáme pak při výpočtu pozor, abychom nikde nepředpokládali,
že potenciál vymiźı v nekonečnu.

Z podmı́nky, že uvnitř koule nejsou bodové náboje dostáváme

C = 0

Protože uvnitř koule nejsou ani plošné náboje, v́ıme, že derivace potenciálu jsou spojité v r = a
4 . Z toho spočteme

A = − 4096Q

5πa6ϵ0
.

Potenciál muśı být v r = a
4 spojitý a z této podmı́nky dostameme

B =
14Q

5πaϵ0
(plat́ı jen pro volbu E = 0).

b) Důsledek sférické symetrie (a Gaussovy věty) je, že při stěhováńı se neměńı elektrické pole vně koule a tedy ani
potenciál. Stač́ı tedy vyč́ıslit Φ(r = a) a tato hodnota potenciálu, která byla p̊uvodně jen na povrchu sféry r = a je nyńı
všude uvnitř, tedy

Φ(r ≤ a) =
1

8

Q

πϵ0a
.

c) Protože vně koule se elektrické pole neměńı a tedy ani jeho energie, vystač́ıme s integraćı uvnitř koule. Vně koule je
totiž v obou př́ıpadech stejné pole a jeho energii

Wext =
1

2

Q2

4πϵ0

1

a

nemuśıme uvažovat. Energii elektrického pole výchoźıho rozložeńı náboje budeme uvnitř koule poč́ıtat podle vztahu

W1 =
ϵ0
2

∫∫∫
0<r<a

|Er|2d3x.

Oproti vztahu 1
2

∫
ρΦ d3x je to výhodněǰśı, protože integrand pak vyjde ve tvaru dle nápovědy a stač́ı seč́ıst př́ıslušné

zlomky. Energie elektrického pole koncového rozložeńı náboje uvnitř koule poč́ıtaná podle téhož vzathu je nulová W2 = 0,
protože je uvnitř koule konstatntńı poteciál. Proto

∆W = W1 =
295

88

Q2

πϵ0a
.


