Reseni pisemné prace z Klasické elektrodynamiky
Jan Srejbr

Uloha 1

Ze dvou ¢tvercu o strané 20 cm vystfizenych z alobalu (pa; = 2700 kg m*B)
o tloustce 15um se zmackanim vytvoii kulicky o priméru 4 cm. Ty se zavesi
na 1 m dlouhé nehmotné vldkno spojujici spoletny zavés s body na povrchu
kuli¢ek. Po nabiti obou stejnym nébojem se puvodné dotykajici se kulicky od
sebe oddali na vzdéalenost 6 cm.

V nejhrubsim piiblizeni 1ze pouzit Coulombiv zdkon, pro presnéjsi vypocet
vyuzijte toho, ze rovnovazné poloha musi byt minimem celkové energie, pricemz
formulku pro elektrostatickou energii W = % > CapUaUgp dvojice vodicu na-
bitych ndboji Q4 = > CapUp zndme z predndsky a pribliznou matici kapacit
dvou sférickych vodi¢u o polomérech a, b a se vzdédlenosti stfedt d jsme nalezli
na cviceni:
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a) Jaky ndboj je na kulickdch?
b) Jaké napét{ je na kulickdch?
¢) V kterém misté prostoru ocekdvite nejvyssi hodnotu elektrické intenzity?
d) Jaka je jeji velikost Epax?
Pozn. Matice kapacit je vyse uvedena do fadu 1/d?, pii feSeni miizete pouzit i méné presnou aproximaci.

a elektrostatické sily efektivné pusobi na fiktivni naboje lezici na spojnici stfedu. Proto stied kulicky lezi v jedné piimce s
nit{ zdvésu. Tak dostdvame, ze Coulombova sila je v rovnovéze s mgtan a, kde 2tana = d/+/L? — (d/2)?. Zde d = 10cm je
vzdalenost stiedu kulicek, L = 102 cm je jejich vzdalenost od mista zavésu a m = 1.62g. Tedy
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To dé po zanedban{ rozdilu mezi o = tan a = sina = 5/102 hodnotu néboje
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Q= :l:\/27reomid = 29nC.

Ciselnd hodnota elektrostatické sily mezi kulickami je ~ 780uN.

Matice kapacit nabizi moznost uvazit nebodovy charakter odpuzujicich se obejektu. Koule uvazujeme stejné takze
polozime b = a. Déle tato symetrie dd Q = (C1; + C12)U a Wg = (2/2)(C11 + C12)U?%. Nyni musime uvézit, ze pii
zméné polohy kulicek se zachovava naboj nikoli napéti, to se méni. Proto mame
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Déle, z = —Lcosa = —y/L? — (d/2)? a v uvazovaném piiblizeni pak
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To davé stejny vysledek jako pro dva bodové naboje. To proto, ze az teprve prvni zanedbany pifspévek ~ (a/d)* se odlisuje
od rozvoje funkce 1/(1 + a/d). Konkrétné Cy; = 4meg(a + a?b/d? + a?b?(a + b)/d* + ...). Proto pak do tohoto fddu presnosti
plati C11 + Cia = 4mepa/(1 + a/d — a*/d*) a nésledné se podminka rovnovihy zmén{
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Tato ,korekce“ Coulombova zdkona vede na zménu ) mensi nez 0.1nC.
Pii urcéeni napéti vezmeme nalezenou hodnotu @ a pouzijeme jiz zminény vztah @ = (C11 4+ C12)U. Podle poctu ¢lenu,
které zahrneme dostaneme hodnoty
U = {13, 16.3, 15.5, 15.66, 15.60}kV.



Vidime tedy, ze zahrnut{ prvnich dvou ¢lenu, jednoho ve vzajemné kapacité a jednoho v C11, vede na vyznamné zmény v
napéti.

Nejvyssi elektrickou intenzitu ocekdvame na vnéjsim okraji obou kulicek, tam se intenzity scitaji. Pfi aproximaci
dvojici bodovych ndboju vyjde
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Posledni uvedeny ¢len rozvoje vyjde pii pouziti presné hodnoty elektrické intenzity superpozice fiktivnich naboji 3a?/d?, v
daném misté se totiz soustiedi odpuzovany elektricky naboj. To, Ze se naboj soustfedi na odvracené strané také vysvétluje
zéporné znaménko korekce Coulombova zdkona —4a*/d* vyse.

Dilezitd je &iselnd hodnota .y = 690V mm ™ (nebo dokonce 740V mm ™! podle piesnéjsiho vztahu). Tato hodnota
se jiz bliz{ elektrické pevnosti vzduchu 2000V mm™", kdy se néboj zaéne z kulicek ,ztracet* v dusledku ,srseni®.

Uloha 2

Potenciél elektrostatického pole ®(x,y, z), kde z,y, z jsou kartézské souradnice, je ddn integrélem
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a) Jak velky je celkovy ndboj, ktery vytvaii toto elektrické pole?

b) Kde je tento naboj rozlozen?

Pozn. Utelem tlohy neni procviéit poéitani integrali s odmocninami ve jmenovateli.

Reseni. V zadaném tvaru potencidlu lze snadno rozpoznat vztah pro potenciil buzeny ngbojem ve volném prostoru
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protoze vyraz pod odmocninou je kvadrat vzdéalenosti mezi bodem o soutfadnicich x, ¥y, z a bodem zdroje

¥ =w,y =0,2=0we (—o00,00),

a tak je celkovy naboj Qiot = 8megUa.

Uloha 3

Uvazujte deskovy kondenzéator tvoreny dvéma rovnobéznymi deskami vzdalenymi A = 13cm a rozdilem potencialu elektrod
U = 8000V. Na jeho spodni elektrodé je polozena vodiva kulicka o pruméru d = 4.5cm. Vodivé spojeni kulicky a spodni
elektrody zpusobi, ze ¢ast ndboje spodni elektrody se rozmisti v podobé plosné nédbojové hustoty o na povrchu kulicky.
Vysledné elektrické pole pak kulicku zveda silou

F= %/Uﬁds. (1)

Naleznéte hodnotu této sily.

Névod: Pouzijte metodu fiktivnich naboju, tedy
predpokladejte, ze pole vné kulicky ma podobu
superpozice homogenniho pole elektrod a pole
dvou nebo t¥i bodovych naboju vlozenych do kon-
denzdtoru s obéma uzemnénymi elektrodami (nulové
okrajové podminky zjednodusuji superpozici). Fik-
tivni naboje umistéte dovniti kulicky blizko jejimu
stfedu na osu symetrie.

Bohuzel pole bodového ndboje mezi deskami kondenzatoru neni dplné jednoduché a proto pouzijte kalkulator pole na
adrese http://utf.mff.cuni.cz/"ledvinka/h.html a nasledujte navod:

1. ndboje umistéte pobliz stfedu koule na jeji osu
2. naleznéte jejich hodnoty takové, aby

a) nulovd ekvipotencidla prochézela pélem koule (0 = 0), tj. ®(6 = 0) =0,

b) potencidl na povrchu koule se co nejméné odchyloval od nuly. Pokud pouzivdte dva fiktivni néboje, je rozumné
pozadovat ®(6 = 27/3) = 0, pro tii ndboje potiebujete k té, z bodu 2a) pridat jesté dvé rovnice.



c¢) potencidl na povrchu koule nevyboéil z intervalu +240V.

3. Kolikrat vétsi je plosna nabojova hustota na pdlu koule, nez na deskéch kondenzatoru pred jejim vlozenim?

4. Nacrtnéte rozlozeni ndbojové hustoty na kulicce.

5. Jaka sila pusobi na kulicku? (Pouzijte vztah vyse. Podrobnéji si puvod faktoru 1/2 osvétlime az za par tydnt, souvisi
ale s tim, ze uvniti vodice elektrické pole vymiz{ a ndboj na povrchu tak podléhd pusobeni elektrického pole jen napul.)

Jednotky intenzity elektrického pole v kalkuldtoru jsou [V /cm], potencidlu ve [V], vzdélenosti se zaddvaji v [cm] a hodnoty
ndboju v [nC|. Kromé hodnoty sily z bodu 5 a poméru plosnych ndbojovych hustot z bodu 3 nezapomente pfidat i naért
zéavislosti z bodu 4 a nalezené hodnoty naboju a jejich poloh.

V kalkuldtoru méte k dispozici hodnoty nésledujicich veli¢in na povrchu kulicky:

identifikator | definice vyznam

Phi o elektricky potencidl na povrchu kulicky ve [V]
theta 0 sféricka souradnice na povrchu kulicky, 0 na hornim pélu, 7 na dolnim
Ex E,=-0,0 x-slozka elektrické intenzity ve [V /cim]

Ez E,=-0.9 z-slozka elektrické intenzity ve [V /cm]

nx n, = sin x-slozka normélového vektoru ke kuli¢ce v [cm]
nz n, = cosd z-slozka normadlového vektoru ke kuli¢ce v [cm]
En E,=-n-Vo normalovd slozka elektrické intenzity ve [V/cm]
X x = Rsinf soufadnice  bodu na povrchu kulicky v [cm]

z z = R(1+ cosb) soufadnice z bodu na povrchu kulicky v [cm]

R d/2 polomér kulicky v [cm]

H h vzdélenost desek v [cm)]

epsilon €0 = 8.854187817.1072F m™! | (tedy nikoli v [nC V™ 'cm™1])

Pi U

Soustavy linedrnich rovnic umi fesit m.j. Wolfram Alpha (http://goo.gl/FvNS2b).
Reseni. Nejprve si vysvétlime feSeni pro obecné hodnoty napéti a rozmériu. Linedrni superpozice poli umoznuje psat

CI)(Q_L"’ Uv Qh QQ, ..

a dale pak opét z linearity

(b(fa U7 Q17 QQa

Protoze vyzadujeme na povrchu koule nulovy potencial, sta¢i v kalkulatoru nejprve zvolit néjaké polohy fiktivnich naboju a
pak pro vybranou sadu bodu Z, k = 1,2, ... na povrchu koule spoéist v kalkuldtoru hodnoty ®(Z; 0, 1,0, ...), &(Z%; 0,0,1,...), ...,
které predstavuji prvky matice soustavy rovnice pro @1, Qs, .... Hodnoty —®(Zx; U, 0,0, ...) pak predstavuji jeji pravou stranu.
Tak ziskdme hodnoty naboju. Je pak tFeba zkontrolovat, Ze napéti na povrchu koule se v ostatnich bodech, nez jsou &y ne-
odchyluje mimo povolenou toleranci. V tom piipadé je potieba zvolit jiné polohy fiktivnich nédboju, mist Zy. Tolerance v
zadani tlohy byla zvolena tak, aby nebylo nezbytné piidavat tfeti naboj.

Hodnoty naboju velmi zavisi na jejich poloze a proto neexistuje jedno ,spravné“ feSeni. Zda se to vase povedlo, lze pro
Vémi nalezené hodnoty a polohy ndbojui snadno ovérit v kalkulatoru.
Bod 2: Konkrétné pro vyse zadané hodnoty muzeme postupovat takto: Zvolime polohu dvou néboju blizko stiedu koule,
napt. z; = 2.34 cm a z5 = 2.16 cm. Jiné poloze budou odpovidat znacné jiné hodnoty néboju, ale jiz ne tak odlisné tvary
grafii a hodnoty ndbojovych hustot a sily, které v tiloze zjistujeme.

Poté studujeme superpozici poli elektrod a obou nédboju. Pro U = 8000V a Q1 = @2 = 0 mame

) =9(Z;,0,0,0,...) + (Z;0,Q1,0,...) + (Z;0,0,Q2,...) + ...

) =®(Z,U,0,0,...) + Q19(%;0,1,0,...) + Q29(Z;0,0,1,...) + ... .

®(0 =0) =2769.23 V, &(0=120°)=692.308 V
ProU=0,Q;=1nCaQ;=0je
®(0=0)=279.128 V, &(A=120°) =164.001 V
a koneéné proU =0,Q1 =0a @2 =1nC je
®(0 =0) =244.007 V, &(0=120°)=170.833 V
Pro vynulovani hodnot potencidlu na pélu ®(6 = 0) a a zvolené rovnobézce ®(6 = 120°) musi byt zaroven:
2769.23 + 279.128 Q1 + 244.007 Q2 =0

692.308 + 164.001 Q; +170.833 Q2 = 0

To je soustava dvou rovnic a ma feSeni @1 = —39.672 nC a Q2 = 34.033 nC. Maximalni odchylka od nulové hodnoty je na
povrchu kulicky asi 71 V (Obr. 1). Potencidl na plose, kterd mé byt v idedlnim piipadé povrchem vodivé kulicky, urcuje i
hodnotu te¢né slozky elektrického pole (Obr. 2).
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Obr. 1. Priibéh potencidlu na povrchu kulicky pro nalezené hod-  Obr. 2. Priibéh teéné slozky elektrické intenzity ukazuje, ze s ros-

noty nibojit (modrd kfivka). Dva body na modré kiivce, kde jsme  toucim poctem fiktivnich nébojii klesd k nule i teéna slozka elektrické
vyzadovali splnéni ® = 0 jsou zvyraznény puntikem. Zlutd kiivka je intenzity. Barvy kiivek viz Obr. 1.

pro FeSen{ se tfemi fiktivnimi néboji (nulovost potencidlu vyzadujeme

ve tfech bodech). Zelend odpovidd péti fiktivnim ndbojum

Bod 3: Nébojova hustota o = €y E,,, pficemmz na deskéch bez vlozené kulicky je E,, = U/h. Proto pro zjisténi ,Kolikrat
vétsi je ploSnd nabojovéa hustota na pélu koule, nez na deskach kondenzatoru pred jejim vlozenim® pouzijeme v kalkulatoru
vyraz

> En/(U/H)

a vezmeme hodnotu pro # = 0. Pro dva fiktivni naboje vyjde o/0¢ = 4.24, pro tii 0/0¢ = 4.243. (Ze jde o dobry odhad,
muzeme zjistit porovndnim s hodnotou pro pét fiktivnich naboju o/o¢ = 4.245. Viz téz Obr. 3.)
Bod 4: V kalkuldtoru zaddame vyraz a

> En

a ziskdme nébojovou hustotu, ovéem v jednotkéch V/cm. Do jednotek SI (kde [0] = Cm™?) vysledek pievedeme zadinim
En*epsilon*100

Na grafu (Obr. 3) je vidét, ze vétsina nédboje sedf na severni polokouli, nicméné ani se tfemi ndboji nevyjde vétsinou na
jiznim pélu o = 0, jak by mélo. P¥idéni dalsich fiktivnich ndboju ovem pomuze, jak je na obrézku vidét.
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Obr. 3. Prubéh ndbojové hustoty na povrchu kulicky. Barvy kiivek
opét odpovidaji po¢tu pouzitych fiktivnich ndboji. Spolu s Obr. 2 tak
vidime, ze obé slozky elektrické intenzity v misté dotyku kulicky a
spodni elektrody vymizi.

Obr. 4. Plosnd hustota vertikdlni slozky sily pusobici na néboj
rozlozeny na povrchu kulicky f, = %O'EZ. Je vidét, ze i jen se dvéma
fiktivnimi ndboji je prubéh prekvapivé vérny.

Bod 5: Vztah pro silu je dan v zadéni. V axiadlni symetrii mame dS = R?sin 0df, takze sta¢i do kalkuldtoru zadat vyraz
> 0.5 * epsilon*En * Ez * 2*%Pi*R * R*sin(theta)

(vyjde v newtonech, protoze centimetry v elektrické intenzité a rozmérech kulicky se zkrati). Viz téz Obr. 4. Numerické
hodnoty vyjdou 300.0, 299.3 a 301.66 uN pro 2,3 a 5 fiktivnich naboju.

Zévérecné pouceni: Metoda fiktivnich nabojiu umoznuje poskladat vysledné pole jako superpozici feseni Laplaceovy rovnice
spliiujicich vhodné okrajové podminky. Co jeden fiktivni ndboj, to jedna bazova funkce. Pokud bychom ale chtéli téch bodu
vice, brzy by se ukézalo, Ze tyto bazové funkce ,mifi stejnym smérem® a Ze soustava rovnic by byla katastrofdlné Spatné
podminéns (absolutni hodnoty fiktivnich naboji by pak o mnoho fadi pievysovaly celkovy nédboj na sféfe). Reseni je ndm
znamo — musime pouzit mutipdlovy rozvoj, ktery predstavuje ortogonalizované bazové funkce.



