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Úloha 1

Ze dvou čtverc̊u o straně 20 cm vystřižených z alobalu (ρAl = 2700 kg m−3)
o tloušt’ce 15µm se zmačkáńım vytvoř́ı kuličky o pr̊uměru 4 cm. Ty se zavěśı
na 1 m dlouhé nehmotné vlákno spojuj́ıćı společný závěs s body na povrchu
kuliček. Po nabit́ı obou stejným nábojem se p̊uvodně dotýkaj́ıćı se kuličky od
sebe oddáĺı na vzdálenost 6 cm.
V nejhrubš́ım přibĺıžeńı lze použ́ıt Coulomb̊uv zákon, pro přesněǰśı výpočet
využijte toho, že rovnovážná poloha muśı být minimem celkové energie, přičemž
formulku pro elektrostatickou energii Wel =

1
2

∑
CABUAUB dvojice vodič̊u na-

bitých náboji QA =
∑

CABUB známe z přednášky a přibližnou matici kapacit
dvou sférických vodič̊u o poloměrech a, b a se vzdálenost́ı střed̊u d jsme nalezli
na cvičeńı:

CAB = 4πϵ0

(
a+ a2b

d2 + ... −ab
d − a2b2

d3 + ...

−ab
d − a2b2

d3 + ... b+ ab2

d2 + ...

)

a) Jaký náboj je na kuličkách?
b) Jaké napět́ı je na kuličkách?
c) V kterém mı́stě prostoru očekáváte nejvyšš́ı hodnotu elektrické intenzity?
d) Jaká je jej́ı velikost Emax?

6cm

Pozn. Matice kapacit je výše uvedena do řádu 1/d3, při řešeńı můžete použ́ıt i méně přesnou aproximaci.
Řešeni. Nejprve si rozmysĺıme, že vzhledem ke středu kuliček nep̊usob́ı žádný moment śıly – t́ıhová śıla

”
p̊usob́ı“ v těžǐsti,

a elektrostatické śıly efektivně p̊usob́ı na fiktivńı náboje lež́ıćı na spojnici střed̊u. Proto střed kuličky lež́ı v jedné př́ımce s
nit́ı závěsu. Tak dostáváme, že Coulombova śıla je v rovnováze s mg tanα, kde 2 tanα = d/

√
L2 − (d/2)2. Zde d = 10 cm je

vzdálenost střed̊u kuliček, L = 102 cm je jejich vzdálenost od mı́sta závěsu a m = 1.62g. Tedy

1

4πϵ0

Q2

d2
.
=

mgd

2
√

L2 − (d/2)2
.

To dá po zanedbáńı rozd́ılu mezi α
.
= tan α

.
= sinα = 5/102 hodnotu náboje

Q
.
= ±

√
2πϵ0

mgd3

L

.
= 29nC.

Č́ıselná hodnota elektrostatické śıly mezi kuličkami je ≈ 780µN.
Matice kapacit nab́ıźı možnost uvážit nebodový charakter odpuzuj́ıćıch se obejekt̊u. Koule uvažujeme stejné takže

polož́ıme b = a. Dále tato symetrie dá Q = (C11 + C12)U a Wel = (2/2)(C11 + C12)U
2. Nyńı muśıme uvážit, že při

změně polohy kuliček se zachovává náboj nikoli napět́ı, to se měńı. Proto máme

W = Wmech +Wel = 2

(
mgz +

1

2

Q2

C11 + C12

)
.

Dále, z = −L cosα = −
√

L2 − (d/2)2 a v uvažovaném přibĺıžeńı pak

C11 + C12 = 4πϵ0

(
a− a2

d
+

a3

d2
− a4

d3
+ ...

)
.
=

4πϵ0a

1 + a/d
.

Rovnováha tedy vyžaduje
∂W

∂d
=

gmd

2
√
L2 − (d/2)2

− 1

4πϵ0

Q2

d2
= 0

To dává stejný výsledek jako pro dva bodové náboje. To proto, že až teprve prvńı zanedbaný př́ıspěvek ∼ (a/d)4 se odlǐsuje
od rozvoje funkce 1/(1 + a/d). Konkrétně C11 = 4πϵ0(a+ a2b/d2 + a2b2(a+ b)/d4 + ...). Proto pak do tohoto řádu přesnosti
plat́ı C11 + C12

.
= 4πϵ0a/(1 + a/d− a4/d4) a následně se podmı́nka rovnováhy změńı

gmd

2
√
L2 − (d/2)2

− 1

4πϵ0

Q2

d2

(
1− 4

a4

d4
+ ...

)
= 0.

Tato
”
korekce“ Coulombova zákona vede na změnu Q menš́ı než 0.1nC.

Při určeńı napět́ı vezmeme nalezenou hodnotu Q a použijeme již zmı́něný vztah Q = (C11 + C12)U . Podle počtu člen̊u,
které zahrneme dostaneme hodnoty

U = {13, 16.3, 15.5, 15.66, 15.60} kV.



Vid́ıme tedy, že zahrnut́ı prvńıch dvou člen̊u, jednoho ve vzájemné kapacitě a jednoho v C11, vede na významné změny v
napět́ı.

Nejvyšš́ı elektrickou intenzitu očekáváme na vněǰśım okraji obou kuliček, tam se intenzity sč́ıtaj́ı. Při aproximaci
dvojićı bodových náboj̊u vyjde

Emax =
Q

4πϵ0

(
1

a2
+

1

(d+ a)2

)
=

Q

4πϵ0a2

(
1 +

a2

d2
+ ...

)
.

Posledńı uvedený člen rozvoje vyjde při použit́ı přesné hodnoty elektrické intenzity superpozice fiktivńıch náboj̊u 3a2/d2, v
daném mı́stě se totiž soustřed́ı odpuzovaný elektrický náboj. To, že se náboj soustřed́ı na odvrácené straně také vysvětluje
záporné znaménko korekce Coulombova zákona −4a4/d4 výše.

Důležitá je č́ıselná hodnota Emax
.
= 690Vmm−1 (nebo dokonce 740Vmm−1 podle přesněǰśıho vztahu). Tato hodnota

se již bĺıž́ı elektrické pevnosti vzduchu 2000Vmm−1, kdy se náboj začne z kuliček
”
ztrácet“ v d̊usledku

”
sršeńı“.

Úloha 2

Potenciál elektrostatického pole Φ(x, y, z), kde x, y, z jsou kartézské souřadnice, je dán integrálem

Φ(x, y, z) = U

∫ a

−a

cos πw
2a√

x2 + y2 + (z − w)2
dw.

a) Jak velký je celkový náboj, který vytvář́ı toto elektrické pole?
b) Kde je tento náboj rozložen?
Pozn. Účelem úlohy neńı procvičit poč́ıtáńı integrál̊u s odmocninami ve jmenovateli.
Řešeni. V zadaném tvaru potenciálu lze snadno rozpoznat vztah pro potenciál buzený nábojem ve volném prostoru

Φ(x⃗) =
1

4πϵ0

∫
dQ′

|x⃗− x⃗′|

protože výraz pod odmocninou je kvadrát vzdálenosti mezi bodem o souřadnićıch x, y, z a bodem zdroje

x′ = 0, y′ = 0, z′ = w, w ∈ (−a, a),

tedy náboj se nacháźı na úsečce −a < z < a na ose z. Proto můžeme dále psát

1

4πϵ0

∫
dQ′ = U

∫ a

−a

cos
πw

2a
dw

a tak je celkový náboj Qtot = 16πϵ0Ua.

Úloha 3

Uvažujte deskový kondenzátor tvořený dvěma rovnoběžnými deskami vzdálenými h = 13cm a rozd́ılem potenciálu elektrod
U = 6000V. Na jeho spodńı elektrodě je položena vodivá kulička o pr̊uměru d = 5cm. Vodivé spojeńı kuličky a spodńı
elektrody zp̊usob́ı, že část náboje spodńı elektrody se rozmı́st́ı v podobě plošné nábojové hustoty σ na povrchu kuličky.
Výsledné elektrické pole pak kuličku zvedá silou

F⃗ =
1

2

∫
σE⃗dS. (1)

Nalezněte hodnotu této śıly.
Návod: Použijte metodu fiktivńıch náboj̊u, tedy
předpokládejte, že pole vně kuličky má podobu
superpozice homogenńıho pole elektrod a pole
dvou nebo tři bodových náboj̊u vložených do kon-
denzátoru s oběma uzemněnými elektrodami (nulové
okrajové podmı́nky zjednodušuj́ı superpozici). Fik-
tivńı náboje umı́stěte dovnitř kuličky bĺızko jej́ımu
středu na osu symetrie.

d

h

Bohužel pole bodového náboje mezi deskami kondenzátoru neńı úplně jednoduché a proto použijte kalkulátor pole na
adrese http://utf.mff.cuni.cz/~ledvinka/h.html a následujte návod:

1. náboje umı́stěte pobĺıž středu koule na jej́ı osu

2. nalezněte jejich hodnoty takové, aby

a) nulová ekvipotenciála procházela pólem koule (θ = 0), tj. Φ(θ = 0) = 0,

b) potenciál na povrchu koule se co nejméně odchyloval od nuly. Pokud použ́ıváte dva fiktivńı náboje, je rozumné
požadovat Φ(θ = 2π/3) = 0, pro tři náboje potřebujete k té, z bodu 2a) přidat ještě dvě rovnice.



c) potenciál na povrchu koule nevybočil z intervalu ±180V.

3. Kolikrát větš́ı je plošná nábojová hustota na pólu koule, než na deskách kondenzátoru před jej́ım vložeńım?

4. Načrtněte rozložeńı nábojové hustoty na kuličce.

5. Jaká śıla p̊usob́ı na kuličku? (Použijte vztah výše. Podrobněji si p̊uvod faktoru 1/2 osvětĺıme až za pár týdn̊u, souviśı
ale s t́ım, že uvnitř vodiče elektrické pole vymiźı a náboj na povrchu tak podléhá p̊usobeńı elektrického pole jen nap̊ul.)

Jednotky intenzity elektrického pole v kalkulátoru jsou [V/cm], potenciálu ve [V], vzdálenosti se zadávaj́ı v [cm] a hodnoty
náboj̊u v [nC]. Kromě hodnoty śıly z bodu 5 a poměru plošných nábojových hustot z bodu 3 nezapomeňte přidat i náčrt
závislosti z bodu 4 a nalezené hodnoty náboj̊u a jejich poloh.

V kalkulátoru máte k dispozici hodnoty následuj́ıćıch veličin na povrchu kuličky:

identifikátor definice význam
Phi Φ elektrický potenciál na povrchu kuličky ve [V]
theta θ sférická souřadnice na povrchu kuličky, 0 na horńım pólu, π na dolńım
Ex Ex = −∂xΦ x-složka elektrické intenzity ve [V/cm]
Ez Ez = −∂zΦ z-složka elektrické intenzity ve [V/cm]
nx nx = sin θ x-složka normálového vektoru ke kuličce v [cm]
nz nz = cos θ z-složka normálového vektoru ke kuličce v [cm]
En En = −n⃗ · ∇Φ normálová složka elektrické intenzity ve [V/cm]
x x = R sin θ souřadnice x bodu na povrchu kuličky v [cm]
z z = R(1 + cos θ) souřadnice z bodu na povrchu kuličky v [cm]
R d/2 poloměr kuličky v [cm]
H h vzdálenost desek v [cm]
epsilon ϵ0 = 8.854187817.10−12F m−1 (tedy nikoli v [nC V−1cm−1])
Pi π

Soustavy lineárńıch rovnic umı́ řešit m.j. Wolfram Alpha (http://goo.gl/FvNS2b).
Řešeni. Nejprve si vysvětĺıme řešeńı pro obecné hodnoty napět́ı a rozměr̊u. Lineárńı superpozice poĺı umožňuje psát

Φ(x⃗;U,Q1, Q2, ...) = Φ(x⃗;U, 0, 0, ...) + Φ(x⃗; 0, Q1, 0, ...) + Φ(x⃗; 0, 0, Q2, ...) + ...

a dále pak opět z linearity

Φ(x⃗;U,Q1, Q2, ...) = Φ(x⃗;U, 0, 0, ...) +Q1Φ(x⃗; 0, 1, 0, ...) +Q2Φ(x⃗; 0, 0, 1, ...) + ... .

Protože vyžadujeme na povrchu koule nulový potenciál, stač́ı v kalkulátoru nejprve zvolit nějaké polohy fiktivńıch náboj̊u a
pak pro vybranou sadu bod̊u x⃗k, k = 1, 2, ... na povrchu koule spoč́ıst v kalkulátoru hodnoty Φ(x⃗k; 0, 1, 0, ...),Φ(x⃗k; 0, 0, 1, ...), ...,
které představuj́ı prvky matice soustavy rovnice pro Q1, Q2, .... Hodnoty −Φ(x⃗k;U, 0, 0, ...) pak představuj́ı jej́ı pravou stranu.
Tak źıskáme hodnoty náboj̊u. Je pak třeba zkontrolovat, že napět́ı na povrchu koule se v ostatńıch bodech, než jsou x⃗k ne-
odchyluje mimo povolenou toleranci. V tom př́ıpadě je potřeba zvolit jiné polohy fiktivńıch náboj̊u, mı́st x⃗k. Tolerance v
zadáńı úlohy byla zvolena tak, aby nebylo nezbytné přidávat třet́ı náboj.

Hodnoty náboj̊u velmi záviśı na jejich poloze a proto neexistuje jedno
”
správné“ řešeńı. Zda se to vaše povedlo, lze pro

Vámi nalezené hodnoty a polohy náboj̊u snadno ověřit v kalkulátoru.
Bod 2: Konkrétně pro výše zadané hodnoty můžeme postupovat takto: Zvoĺıme polohu dvou náboj̊u bĺızko středu koule,
např. z1 = 2.6 cm a z2 = 2.4 cm. Jiné poloze budou odpov́ıdat značně jiné hodnoty náboj̊u, ale již ne tak odlǐsné tvary graf̊u
a hodnoty nábojových hustot a śıly, které v úloze zjǐst’ujeme.

Poté studujeme superpozici poĺı elektrod a obou náboj̊u. Pro U = 6000V a Q1 = Q2 = 0 máme

Φ(θ = 0)
.
= 2307.69 V, Φ(θ = 120◦)

.
= 576.923 V

Pro U = 0 , Q1 = 1 nC a Q2 = 0 je

Φ(θ = 0)
.
= 249.242 V, Φ(θ = 120◦)

.
= 147.166 V

a konečně pro U = 0 , Q1 = 0 a Q2 = 1 nC je

Φ(θ = 0)
.
= 217.793 V, Φ(θ = 120◦)

.
= 153.348 V

Pro vynulováńı hodnot potenciálu na pólu Φ(θ = 0) a a zvolené rovnoběžce Φ(θ = 120◦) muśı být zároveň:

2307.69 + 249.242 Q1 + 217.793 Q2 = 0

576.923 + 147.166 Q1 + 153.348 Q2 = 0

To je soustava dvou rovnic a má řešeńı Q1 = −36.995 nC a Q2 = 31.741 nC. Maximálńı odchylka od nulové hodnoty je na
povrchu kuličky asi 60 V (Obr. 1). Potenciál na ploše, která má být v ideálńım př́ıpadě povrchem vodivé kuličky, určuje i
hodnotu tečné složky elektrického pole (Obr. 2).
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Obr. 1. Pr̊uběh potenciálu na povrchu kuličky pro nalezené hod-
noty náboj̊u (modrá křivka). Dva body na modré křivce, kde jsme
vyžadovali splněńı Φ = 0 jsou zvýrazněny punt́ıkem. Žlutá křivka je
pro řešeńı se třemi fiktivńımi náboji (nulovost potenciálu vyžadujeme
ve třech bodech). Zelená odpov́ıdá pěti fiktivńım náboj̊um

Obr. 2. Pr̊uběh tečné složky elektrické intenzity ukazuje, že s ros-
toućım počtem fiktivńıch náboj̊u klesá k nule i tečná složka elektrické
intenzity. Barvy křivek viz Obr. 1.

Bod 3: Nábojová hustota σ = ϵ0En, přičemmž na deskách bez vložené kuličky je En = U/h. Proto pro zjǐstěńı
”
Kolikrát

větš́ı je plošná nábojová hustota na pólu koule, než na deskách kondenzátoru před jej́ım vložeńım“ použijeme v kalkulátoru
výraz

> En/(U/H)

a vezmeme hodnotu pro θ = 0. Pro dva fiktivńı náboje vyjde σ/σ0 = 4.27, pro tři σ/σ0 = 4.273. (Že jde o dobrý odhad,
můžeme zjistit porovnáńım s hodnotou pro pět fiktivńıch náboj̊u σ/σ0 = 4.275. Viz též Obr. 3.)
Bod 4: V kalkulátoru zadáme výraz a

> En

a źıskáme nábojovou hustotu, ovšem v jednotkách V/cm. Do jednotek SI (kde [σ] = Cm−2) výsledek převedeme zadáńım
En*epsilon*100

Na grafu (Obr. 3) je vidět, že většina náboje sed́ı na severńı polokouli, nicméně ani se třemi náboji nevyjde většinou na
jižńım pólu σ = 0, jak by mělo. Přidáńı daľśıch fiktivńıch náboj̊u ovšem pomůže, jak je na obrázku vidět.
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Obr. 3. Pr̊uběh nábojové hustoty na povrchu kuličky. Barvy křivek
opět odpov́ıdaj́ı počtu použitých fiktivńıch náboj̊u. Spolu s Obr. 2 tak
vid́ıme, že obě složky elektrické intenzity v mı́stě dotyku kuličky a
spodńı elektrody vymiźı.

Obr. 4. Plošná hustota vertikálńı složky śıly p̊usob́ıćı na náboj
rozložený na povrchu kuličky fz = 1

2
σEz . Je vidět, že i jen se dvěma

fiktivńımi náboji je pr̊uběh překvapivě věrný.

Bod 5: Vztah pro śılu je dán v zadáńı. V axiálńı symetrii máme dS = R2 sin θdθ, takže stač́ı do kalkulátoru zadat výraz

> 0.5 * epsilon*En * Ez * 2*Pi*R * R*sin(theta)

(vyjde v newtonech, protože centimetry v elektrické intenzitě a rozměrech kuličky se zkrát́ı). Viz též Obr. 4. Numerické
hodnoty vyjdou 211.1, 210.6 a 212.25 µN pro 2,3 a 5 fiktivńıch náboj̊u.

Závěrečné poučeńı: Metoda fiktivńıch náboj̊u umožňuje poskládat výsledné pole jako superpozici řešeńı Laplaceovy rovnice
splňuj́ıćıch vhodné okrajové podmı́nky. Co jeden fiktivńı náboj, to jedna bázová funkce. Pokud bychom ale chtěli těch bod̊u
v́ıce, brzy by se ukázalo, že tyto bázové funkce

”
mı́̌ŕı stejným směrem“ a že soustava rovnic by byla katastrofálně špatně

podmı́něná (absolutńı hodnoty fiktivńıch náboj̊u by pak o mnoho řád̊u převyšovaly celkový náboj na sféře). Řešeńı je nám
známo – muśıme použ́ıt mutipólový rozvoj, který představuje ortogonalizované bázové funkce.


